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第三版序言 


第三版同第一版的区别只是不多的变化，其中最主要的 
是我从基本引理中删去了“归纳法原理”，因此所有依赖此原 
理迸行的证明都代之以其他.我期望对于大多数读者而言能 
因此而更易于掌握本书，因为依我看来，这个原理以及赖以 
进行的研究，在逻辑方面对读者提出的要求，比起本书中一 
般采用的要更髙一些. 

其他的变化值得一提的 R 有 Taylor 公式的新的解释以 
及关于带有界变差函数的一节. 
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第一版序吾 


高等数学教程在相当多的髙等学校里是或多或少都要讲 
授的.所有的工科院校以及大部分军事院校、农业院校和经 
济院校的学生们都了解数学分析的基础，更不用说综合大学 
以及师范院校专门系科的学生了.所有这些在各类学校讲授 
的许许多多教程不仅在其范围上，而且在其赖以建立的原则 
的、思想的以及逻辑的基础上都是 h 分不同的.在这后一方 
面，从本质上讲，只有综合大学的教程才达到了较为可靠的 
科学水平，其余所有的则不得不进行缩，只能满足于、局 
限于科学观远远落后于现代科学的思想——逻辑基础，而有 
时由于大纲的限制，只能满足于很有局限的教学要求. 

然而我们却时常遇到这样的 情况： 一位工程师、教师、经 
济学家原来只能依 m 那种简易的教程来学习高等数学，开始 
感觉到需要拓宽自己的数学知识，且首先是要有更加牢固的 
基础.这种需要可能是产生于该专家在其专门的科学领域内 
的某个具体的研究，或者是由于一般的拓宽科学和生活视野 
而必然提出来的——不管怎样，这个要求当然应当得到满足. 
乍看起来做到这一点是很简 单的： 拿一本完整的数学分析教 



程 r 如 HeMbiuiuW ①的或者 OwreHroiibU ® 的，然后依靠已有 
的不太牢固、不太深的知识来系统地钻研它.但是，经验表 
明，这个看起来如此自然的途径几乎从來就不能达到目的，且 
除了少数例外都导致失望，时常放弃了按此既定方向继续尝 
试.问题在于，一方面，我们的学生一般说来为了自己提出 
的目标只安排了十分有限的时间，研究多卷的大教程因此是 
不可能的.另一方面，可能是最重要的——还没有坚实的科 
学基础且不是专业的数学家，没有人指导，他不可能自己从 
研究中区分出哪些是原则的方面，因而被迫以全部精力注意 
于没有实质意义的微不足道的小事上，而终于迷失方向，就 
像俗话所说的，只见树木，不见森林. 

然而要完全满足这类学生的要求和需要，其实所需非常 
有限.几年以前我有机会讲授了一门国立莫斯科大学专门为 
此自的而设的课程，总共12讲，每讲两小时，学员是想要提 
髙自己数学水平的工程师们，应当承认，起初对此任务我几 
乎是毫无指望的，然而我有理由认为，我的课程是满足了学 
员的要求的，尽管它很简略.取得这个成就的诀窍在于我找 
到了解决摆在我面前的教学任务的正确的秘诀：从一开头我 
就拒绝了充分详细地哪怕只是阐述本课程的某一章的想法， 
而只限于讲授那些原则性的、扼要的、突出的、具体的，而 
且使人有难忘印象的发展.我更多地讲的是关于目的和趋势、 
关于问题和方法、关于基本的分析概念之间的以及它们与应 


® lieviMUKHrt 等.《数学分析教程》，卷1〜 S ，国家技术理论文 
献出版社，】944. 

® OuxTemm 叫，《微积分学教程》，卷 I ,国家技术理论文献出版 
社， 2947. 有中译本，一一译者， 
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用之间的关系，而不是个别的定理及其证明.我不怕在许多 
情况下把不具有原则意义的证明细节（而有时是一连串定理 
及其证明）抛开，而让我的学员去看教科书.但是要是为阐 
明某个有着主导作用、原则意义的概念、方法或者思想，我 
则不吝时间、力求用各种手段，通过各种各样的表述，通过 
直观形象等等尽可能明白而有效地把这些基本的内容灌输给 
我的学员.我有理由 认为： 在有了这种修养之后，他们每一 
个人如果希望或需要更深人地研究数学分析的某一章节时， 
已经能够独立地、无需旁人帮助地首先是找到他所需的材料， 
然后能够进行研究.就是说，就可以自立地区分主要的和次 
要的、本质的和非本质的. 

我同个别学员或一组学员的许多次的个别谈话，以及同 
整个课堂的一系列的锬话都经常地使我确信，我所选择的道 
路是唯一正确的道路.我愿借此机会指出 ：很大 的一个课堂， 
满满的都是本课程的听众，他们大多数直到课程结束都没有 
退席，这是以最好的方式证实了在我们的工程师中是多么广 
泛地存在着要求提高自己的数学知识水平的愿望. 

这一本书与我刚刚提到的所开的那门课程，都是为了同 
—目的，并且力求以同样的方法来实现它.因而一开始就应 
当告知 读者： 他在这里找不到大学的分析教程的多少完整的 
表述，或者哪怕是本门课程个别选定章节的完整表述.作者 
给自己提出的任务仅仅是给出数学分析的一般的、尽可能容 
易了解和记忆的基本思想、基本概念和基本方法的概述.这 
种概述对任何人都是容易阅读和掌握的，即使是只学过最简 
单的数学分析课程的人.而且一旦掌握了它，就能使读者任 
意地、独立地研究本课程的任何一部分、任何一章的所有细 
节. 



但是， 我敢于相 fD _. 闽立大学数学系的许多学生 M 敁本 
书也能带来实质性的收益.问题在尤论是教科书，也无 
论是阱演者， d 然地耍受到时问和大纲的限制， 不； |了能充分 
地注意原则问题的讨论，闪此对 M 述具体问题的所打细 T / 必 
然受到限制. 然而， 谁都知道，有时撇开树木来观察森林是 
多么冇好处.我希望本书能在此对某些未来的数学家，首先 
是着手研究数学分析的人有所帮助. 
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第一讲 

连续统 


什么数学分析必须从研究连续统开始 .？ ——为什么没有 
完整的实数理论的建立是不能研究连续统的？——无理数的 
构造.一一连续统理论.一一基本引理. 

为付么政学令斬必緝从斫光連铁妹开妨？ “变量 J 称 
为变量; r 的函数，如果对于变量 r 的每一个值，量 j 都有唯 
—确定的值与之对应.”可以把这句话当作是开启髙等数学领 
域的大门：借助于这句话我们可以定义最重要的、最首要的 
数学分析槪念——概念.在此概念中，已经奠定了 
借助数学工具来祀象和技术过程的完整思想的萌 
芽 .这就是为什么我们必须毫不含糊地要求这个定义有完全 
的、无可指责的明确性；其屮的每一个字都不应引起一点怀 
疑的阴影.在此，极小的一点歧义都可能危及所构筑的整个 
庄严的大厦，这个大厦是科学，它就是以此概念为基础建造 
起来的，歧义会使得这座大厦成为不完善的，谣要从根本上 
重建. 

而同时我们幵始时作的那个简单的表述，在进一步地研 
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究时，往许多地方是含义不明的并且容许不同的解释.我们 
在这里 K 注意这种不清楚的地方之一，因为恰恰是试图把这 
一点的内容最后弄清楚，把我们紧紧地引向我们今天的讲义 
的对象. 

我们的定义包含了这样的 字眼： “对量; T 的 每一个 值”， 
为了不留下任何含糊之处，我们必须无条件地要求给大家解 
释清楚术语“变量的值”的意义，但这逐是小事，在我们的 
定义中说到的是“每一个值”.由此得知 ：要想 充分了解这个 
定义，只掌握量 I 的某些个别的值的概念是不够的.最要紧 
的是，我们应当完全精密地理解这些值的集合，整个的 
“蓄积”，这些值中的任何一个都应当有一定的量 J 的值 
与之对应.我们应当了解在数学分析中称为已知函数的“定 
义域”的，是什么东西. 

什么是变量的个别的值？我们知道，这就是数.如果是 
这样，则所有这些值的集合就是某些数的集合——某个所谓 
的琴这个集合是什么样的？它包含有什么样的数？我们 
从二弃始就排除 了考虑 虚数，而假设所有的量; T 和 J 的值都 
是实数 • 那么，所有的实数都可以作为量^的值吗？如果不 
是，那么什么样的可以而什么样的不可以呢？ 

关于所有这一切在我们的定义里什么也没有说，而这是 
完全明白的，因为不可能对所有的函数都用同一方式回答这 
个问题 （ 而实质上甚至对同一个函数在不同的问题中也不 
行乂函数的定义域既取决于该函数的性质，也取决于那些特 
定的问题，正是为了解决这些问题我们才在当前的研究中需 
要这个函数.因为很容易明白，同一个函数在不同的问题屮 
是对不同的自变量值进行研究的 t 对所有这一切我们知道许 
多例子. 例如： 函数(至少在初等数学范围内）只对 



正整数 T 研究才有意义；函数只对有意义,，等 
等.可以容易地想出这种例子，其中函数的自然定义域会是 
结构十分复杂的数集 ■ 

但是，如杲我们 自问： 不仅在数学分析本身中，而且在 
其应用屮，我们实际上最常见的量 I 的值的集合是什么样 
的？则我们应 该说： 在绝大多数情况下，函数的这类定义域 
是“区间”（闭的或开的），即介于两个已知数之间的实 
数的集合（包含或者除去这两个数).有时这个区间成$伞直 
线（例如^>0)，这就表明，量: T 的值的集合是大于（或 
者小于）某个数的实数的集合（有时条件>或<要代之 
以条件>或者 O . kk , 还有这样的情形，即 E 间变成为整 
个直线，即量: r 的值可以是所有的实数_这时则说函数的定 
义域是整个实轴或者“数直 

无论如何，我们看到，对于数学分析中的函数而言，函 
数在其上发展且展示其个别的特点的那个域、那个场地，函 
数在其中才能成为自然科学的和技术的强大数学武器的载 
体，都是所有实数的集合.这个集合在数学中被称为连续统 
(确切些说是葶字莩亭葶 h 完全像培育植物之前， 必侖合 豳 
地研究土壤一’样’，忐夤4数学中我们期望热心人依靠科学，而 
不是只靠碰运气的庄户人，在以函数关系概念为基础建筑这 
个科学的整个大厦 之前， 应当以仔细的方式研究这个概念赖 
以生存和发展的载体 * 这就是为什么在所有的认真地科学地 
编成的数学分析教程中，连续统都是第一个研究对象.且只 
有当其本质以及性质被充分掌握之后，才可能转而进人对函 
数关系概念的根本的 研究. 而连续统的结构并不，像我们初看 
时设想的那么简单.展现在我们眼前的实数世界長一个复杂 
的、富含各种各样细节的结构.对它作全面的研究 ，： 直到现 



在还不能认为科学已经完成了这件事. 

为什 A 无有先鮝畤卖教玫去的 It 立是不 ft 研先此病魄 

的？ 这样一来，连续统是什么样的？存在着什么样的实数？ 
何时以及为什么我们才可以相信 Q 经实际上掌握了实数 
的全部？ 


在初等代数里，我们掌握了有理数的集合，即所有 
的整数和分数，既有正的，而且也長负的.但很快地我们就 
开始注意到这些数对我们来说是 f 够-的.这是什么意思？为 
什么不能只局限于有理数呢？我而禾 AS 样做是因为在有理 
数中没有例如这个数，即找不到乎方等于数2的有理数. 
而为什么必须有这样的数呢？因为就是迫长为1的正方形的 
对角线恰好有长度因而如果我们否定了这个数的存 
在，则我们对几何学中如此简单地产生的线段的长度，就不 
能以任何数来表达了.显然，在这样的基础上度童几何就不 
可能得到发展.这就是说， W 应当在实数中找到其位置.但 
在有理数中是没有它的位置的.因此我们称该数为无理数.但 
是这个 vr 绝对不会只满足于我们只是承认它的 存在： 它马 
上就会开始要求，首先在有理数中间给它找到完全确定的位 
置，即准确地指出什么样的有理数小于它以及什么样的有理 
数大于它（例如 ^ r > i ——正方形的对角线大于其边).其 
次，它要求我们要学会对它进行运算，就像对有理数一样，还 
要与有理数的运算相容（例如：正方形的边与对角线的和等 
于1 + k ， 这要求我们对这个数也賦予意义，即把它归并 
人实数集合之中).新数的所有这些要求都完全是根本性的并 
且是合理的，而且如果我们目前还不回答这些问题，则这只 
是因为我们马上还要引人另外的许多新数进入到我们的领 
域-它们全部都毫无例外地将对我们提出这样的要求，所以 





最简单的办法是在今后同时满足所有这些新数的耍求，而不 
对每一个数个别地处理其细节. 

在以后，我们的领域中自然的且是不可避免的要包 
含所有的有理数的平方根（正的和负 的〉， 然后是立方根以及 
一般的所有形如 


厂士 (1) 

的数，其屮 r 是任意的正凊理数，而^是任意的一个>2的整 
数.但如众所周知，事情还不只这些.像前面作出正方形的 
对角线的表示一样，迹有许多具体的问题要求我们在一系列 
情况下把全部代数方程的根作为新的数，只要 已知方 程在我 
们已经引进的数中没有根，就会发生这样的情况，因为我们 
又不能否认这些根存在，不能剥夺某些完全具体确定的量具 
有数的特征. 

让我们在此方向上进行到底.我们称彤如 PU ) : - 0的方 
程的所有根（实的）为尽 ftf ， 其中的 PCr ) 为带整系数的任 
意的多项式，并且把所告合去的代数数都引人我们的领域.特 
别地，我们因而把所有形如 （1) 的数引入了我们的领域.因 
为数 〆 可定义为方程一/^ = 0的根.其中专= r 是有理 
数 r 的通常的分数表示.作为更为特殊的情况是任何有理数 
x f 作为方程 = 0的根也应爲于代数数的集合之 
中. 

可以很容易将代数数的整个领域进行所谓《 排序' 即指 
明一个法则，使得对任意网个代数数都能确定谁大 谁小; 稍微 
困难，但还不太复杂的是,确定一个法则对这些数进行任何通 
常的代数运算，使得这些运算的结果始终仍然是代数数.因此 
——这是很重要的关键——对代数数进行代数运算永远只 



会得山代数数，而不盅要引人什么新的数了. 

也许我们能够现在就停下来，认为实数域的构造完成了， 
并且因此把所有的代数数的集合当作连续统？ 

众所周知，我们不能这样做，并且也熟知为什么不能这 
样做.如果对于至今为止许多代数埋论而言可以满足于我们 
所构造的数的话，则恰恰是对 T 分析而 H ， 限于代数数是完 
全不行的.问题 在于： 数学分析的第一歩就耍对于初等代数 
运算添加基本的且是最重要的分析运算——极限过程.有很 
多情形，有完全具体的理由迫使我们去了解卩个数序 
列极限的存在，况且，这个极限显现在我们面前是作为有着 
具体的且是现实的意义的数，而且在今后我们还期望对它进 
行代数运算和分析运算.如果事情是这样的：任何我们认为 
应当具有确定的极限的代数数序列，其极限实际上同样存在 
于代数数的范围之内，则就可以假设代数数这个范围也就是 
连续统，除代数数之外，数学分析不再需要任何其他的实数. 

但事情并非这个样子.如果我们取一个半径为1的圆，并 
且作出其内接正多边形，无限地增加其边数 t 则所有这些多 
边形的周长都可以用代数数表承.这个数序列的极限我们称 
之为圆周扳.否认这个极限存在就意味着几何学中不准说到 
圆周的长度.你们容易想象得出，这种禁令不仅使几何学，而 
且使所有其他用到圆形的精确科学都会崩溃+ 

与此同时，可以证明，在代数数中是没有这个极限的.摆 
脱这种情形的出路在哪里？出路很明白.我们不得不承认，对 
于数学分析而言只有一种代数数是不够的，必须再给它添加 
新的实数. 所有这些非代数数的实数通常称为“超越数'我 
们上面构造的数（半径为 i 的圆的周长）表示成加，即是说 
w 是一个超越数.在分析中另一个重要的超越数的例子是熟 
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悉的数 e = 718 …， 正如你们 T 解的那样，它也楚从有理数 
出发由简铲的过程产生的 . c 和 n 的超越性是很晚才被 
证明了的，是在 1.9 世纪的后半叶.何足引进超越数的必要性 
是较早一些就被指出了的，是在19壯纪的中叶，是在另一些 
更简单的尽管不太重要的例子中给出的（由法国数学家 U - 
ouvillc 作出） • 

这样，我们的连续统仍然还没有建成.继续下去，我们 
应当怎样做呢？我们能否停留于此并且这 样说： “连续统就是 
所有的代数数的全体，再加上“根据需要，把从代数数通过 
极限过程得出的但其本身又不是代数数的数（像 e 和 it ) 添加 
进去（作为超越数>?”我们提出这个问题是因为大多数“简 
易的”数学分析教程正是以此为基础编写的（当然，通常没 
有明说）而回避了阐述完整的无理数理论. 

不，当然不能这样说，也不能停留在我们现在所在的地 
方.对此有一系列简单的、有说服力的原因.首先，作为所 
f 实数的总体的连续统应当定义为某个固定的集合(例如：备 
点上面怍出的定义所有的代数数的集合的模式)，而不留下以 
后再给它添加越来越新的数的可能性. 其次 ，在我们初步的 
定义中字眼“根据需要”这个说法显然缺少准确的内容，如 
果我们有一个没有代数极限的代数数的序列，或者认为它有 
超越极限或者为它完全没有极限，从形式的观点来看，现在 
我们有权任意地回答这个问题.如果不是从形式的考虑，而 
是按照具体的现实的考虑来选取这个或那个解答，这种作法， 
无论它们多么必要，在数学定义中都是不能容许的.拒绝数 
兀 的存在，在目前这是极力不利的.但在其他的情况下作类似 
的否认可能不会带来任何不便.但是，显然地，那个使我们 
“每当 没有它就进行不下去”时就引人超越数的准则不论怎么 



说都不能成为数学准则.最后，从哪里也不能榑出，我们可 
以满足于以这样的途径引人的数.因为新的数还得进行加法、 
乘法，进行极限过程（对数学分析来说不允许对这些数进行 
这些运算是什么也不能做的).由何处我们能够确信，所有的 
运算结果都将是我们的连续统的实数？而如果不是，则义要 
补充它们，可见我们的连续统还没有包含实数. 

因而我们看到，我们所持的立场是不 *4 嘉的.在作出 
一个或两个超越数作例子，然后就说如此“等等' 这样是不 
行的 * 因为我们刚刚已经看到，我们这样并没有定义任何连 
续统. 

因而我们看到要对数学分析作完全的论证，就不可避免 
地耍建立实数的一般理论，这理论不能限于构造一些新数来 
作为例子，而要包含这种构造方法的一般原则，按此原则可 
以刻画出所有实数的集合. 

元级教的构造.在科学中有几个不同的连续统理论.但 
是所有这些理论——牢记这一点是很重要的——在处理自己 
的问题时在思想方面是完全一样的.与这些原则性的统一比 
较起来，对待它们之间的差别应当像我们在审査建筑物的建 
筑设计时看待结构的细节一样. 

所有这些理论都钯有理数集合作为最初的数据而用统一 
的构造原则从中得到所有实数的整个集合.这个原则的形式 
在各种理论中是不同的，但是这些理论之间的相似之处还远 
不止于我们所已指出的那些 • 问题 在于： 选择一种构造原则 
以构造新的无理数，在所有的理论中，尽管存在着本质上的 
形式上的区别，基础都是同一个思想.这个思想 就是： 在构 
造新数时，基本解析运算极限过程起了首要的、主导的作用， 
所遇到的种种方法，都坷归结为它，而可看作它的特殊情形. 



你们知逭 ，即使是整数的平方根也是适当选择的有理数序列 
< “近似根"）的极限，在另外的情形下也是这样的. 

根据上述，为了更具体地认识连续统理论的构造，没有 
必要在细节上去研究所有这些不同的论证方法，而取其中的 
一个作为模型就完全够了 i 我们在这里将要看到的所有原则 
上重要的东西对其他理抡都是同样的.我们今后将选择 
Dedekind 理论并不是困为它有什么它对其他理论本质上的 
优越性，而只是一种纯粹外在的 理由： 占压倒多数的最通用 
的教科书都采用它.因而对读者来说不难寻找帮助，读者在 
那些书里能够了解我们的表述中漏掉的细节， 

: 1. 在着手引人无理数之前，我们应当比较仔细地观察一 
下我们以来表示的有理数的集合.首先我们来注意该集合 

的一个很初等的 性质： 在任何两个有理数 n 和『 2 之间总可以 

***■«**« 丨 

最为简单 的是， 注意到和的一 

永远是位于 r , 和 Q 之间的有理数，就可以明白这一点.^为 
这一事实的 推论， 我们对它重复应用马上就得出：在^和^ 
之间始终包含有有理数的无穷集合. 

2. 现在我们注意观察在我们试图寻找或者定义 vr 时 
产生的那种情况（我们取的是正根).我们首先在有理数中 
(对我们来说任何其他的数暂时还不存在）找这样的数，它的 
平方等于数2,且容易发现，这种（有理）数不存在（我们在 
这里将不进行中学教程中对此一事实的熟知的算术征明）.这 
就表明：无论我们选择什么样的有理数 r ,我们都将有 〆 < 2， 
或者/ >2. 我们首先只研究正有理数的情形，按照刚刚研究 
的法则它们自然地分成 两类： 这样的正有理数 n 所成的 A 
类，其中 V <2, 以及这样的正有理数 q 所成的方类，对于 
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它有 V >2,因为 n 和都是正数，则从 V < 2 < r 2 3 得出 
^ < r 2 ，即 a tT B 现在很 

明显 的是，如二 4 么 (有^ 鹹‘-乂 a 类，则 
上述结论中不会改变.此时我们将得到将整 个集合 V ?分为 A 
和乃两类的一个分割，同时 A 类的每一个数都小于万类的每 
一个数.我们约定，若将集合 K 分成两个 非空的 类® C 4, 
£)，而使/ I 类中的每一个数都小于 S 类中的任意数，就称它 
是一个 ffj (确切地说是集合及的分划). 我们 因此也得到了 
集 合及鉍 缸个确定的分割. 

我们可以用种种不同的，都是完全初等的方法来建立集 
合尺的分割. 例如: 把所有的有理数0< 5归人 A 类，而把 
所有的有理数 r ,>5 归入石类，我们很显然地得出集合及的 
—个确定的分割,如果以通常的方式用直线上的点来表示数， 
则所有的分割很显然地都可以用直线上的点分成两个集合的 
某个（有理 数的） 分划表出：这两个集合中的第一个 04) 整 
个地位于第二个集合 ( S ) 的左边， 

初看起来可能会认为，集合及的所有分割对我们来说都 
有同样的图像，两个不同的分割彼此间的区别只在于作出它 
们的位置，因而其中 之一可 以通过简单的移动而变为另一个. 
极为重要 的是： 这，看法是错误的.分割的本身结构上可能 
有着深刻的（且蚣孕義#沾目说是有重大价值的）差别. 

实际上，在后一个例子中，存在着一个数（即有理数 T 我 
们暂时还没有任何其他的数>，该数具有这样一条重要的性 
质，使得所有小于它的数都属于 A 类，而所有大于它的数都 
属于 B 类.在我们的例子中很明显的这个数是数 5. 具 有这个 

< D 即每一个类中至少包含有一个数. 






连续统 
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性质的数我们将称之为已知分割的因而在后一例屮所 
做出的分割有界限. ’ _ 

相反地， f 亨了 t (与 A 相关的），宁亭 f 咚子辱孕 

没有的+我们 iik 品淦 一点. .* • • 

* 有理）数「是界限.则对任何<有理）数，我们应当有 
或者 〆 < 2,或者 〆 > 2. 为确定起见，设 〆 < 2. 校照界限 
的性质对每一个^ >7-我们应有 〆 a >2. 如果 r < 1，则设 
〆 =1,我们已经得到了矛盾.而如果则 〆 ，记 
2 — 〆= r C > 0) 且令 〆= r +专，我们有 

〜〜管 + 4•守+咅 = 2 —七 <2 ， 

又得到矛盾，因为 〆 > r ，从而应有 r 〃> 2. 

这样一来，集合/?的所有分割分为两个 类型： 有界限的 
和没有界限的.在送里需耍 指出： 

a > —个分割不可能有两个界限，因为如果 r 和 〆 是这样 
的界限且若则由第1段存在着这样的数，，使得 r < 
，<，• 但此时根据界限的性质从 〆 > r 得出， e 万吣而从 
得出 ， G 这就造成矛盾. 

b ) 界限如果存在，很显然地,或者是 .4 类中的最大的数， 
或者是5类中的最小的数.如果界限不存在，则 A 类中既没 
有最大数， B 类中也没有最小数. 

c ) 每一个(有理）数〜都是两个不同分割的界限.其中一 
个的 A 类由数 r < r 0 构成(而 i ? 类则由数 r '> r 。构 成）， 而另 
一个中的 A 类则由数 rO , 构成(而 S 类则由数构成). 


①记号 aeA / 表示“是集合 M 的元素. 
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d ) 集合 K 的任何分割集都分成两神类型——有界限的 
和没有界限的，很显然地，这是集合 i ? 的内部结构特点 I 这 
样一件事实总是耷全成立的，这里我们只用到 A 中的数是有 
理数，而不必用到任何其他性质. 

3. 现在已经有数 Vi 的例子直接暗承我们以后的行动 
方式.情况很 明白： 从直观方面看，我们面前观察到的是数 
直线、实轴，我们在其上确定的位置将其进行了分划，而在 
分划的位置，我们找到了不与任何有理数对应的点.我们不 
能拒绝考虑该点的存在.没有它则我们的直线，即连续统，即 
变量在变化时遍历的数的集合，就夹去了其连续性、致密性， 
而连续统正是由此特征而得其名的.说得深刻一些，我们直 
接看出，如果我们使变量在变化时只取有理值，则其从一个 
值变为另一个值时就不得不经过张开着口的空洞.从实际方 
面来讲，正如我们以前关于这点所讲过的那样，如果我们容 
忍在我们的两个类之间什么样的界限都不存在，所有的应用 
科学（且首先是几 何学） 必将感受极大的不便.因此，不仅 
我们的直观表示要求，而且所有的实际方面的情形也要求我 
们要把新的 vr 引进到我们的数域中来.诙数按照定义是我 
们的分割的界限且我们称之为无理数. 

但是我们所选择的分割同命有(有 理〉 界限的集合尺 
的任何其他分割在原则上没有任何不同.在一般理沦的构造 
次序中我们因此自然地把我们的定义推广到任何这类分割的 
情形 • 对于集合尺的每一个没有有理界限的分割，我们都提 
出某个新的无理数与之相应，丼且定义这个无理数就是分割 
的界限. 

因而，借助于这个统一的原则我们马上确定了整个无理 
数的集合.连同早已存在的有理数一起，它们就构成了所有 



连续既 
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实数的集合或者连续统.现在连续统已是完全确定的了. 

连确就理抡.但是，连续统理论当然不会因为我们引 
进了构造无理数的原则就算是完成了.相反地，实质上它还 
只能算是开始.在我们能够说连续统理论实际上已经完善之 
前，我们还必须要做的工作的计划还是极为宽广的.首先，我 
们应当对我们的连续统进行即准确地确定在什么样的 
条件下我们可以把一个已知6去数当作是大于或者小于另一 
个已知的实数.其次，我们还要对实数定义其运算.因为至 
今为止我们对数1和 VT 相加是什么还一无所知.再次我们 
还要仔细地证明这些运算具有我们在有理数域中所习惯的那 
些全部的性质. 例如： 和与加法的次序无关（加法的交换 
律）是我们应当重新对任意实数加以证明的定理.最后，我 
们应当找到方法来 证明： 我们定义的连续统确已适应了所有 
实 际上的 和直观表示的需耍，它也正是为满足这些需要而建 
立的..当然，在我们讲义的范围内要讲清此计划的各个细节 
是完全不可能的.这也是极其枯燥的,我们在今后只涉及该 
计划的某些原则上最重要的内容. 

首先，很容易对我们的连续统进行排序.设我们有两个 
实数 々和 需要确定其中哪个大，哪个小.如果两个数都 
是有理数，则这个问题在算术中已经解决，于是我们在这里 
就不再去讲它.如果说％是无理数，而〜是彻理数，则问题 
也马上得到 解决： 七是集合的某个分割的界限，根据界限 
的定义本身我 们说％ < &或者〜> &取决于有理数&属于 
此分割的3类或 s 类.最后，设数叫和〜是两个无理数.因 
为这两个数互不相同，则以它们为界限的那两个分割也互不 
相同.特别地，这两个分割的左边的类4和 A 也互不相同. 
这就表明在这些集合中的某一个，例如在 A , 中可以找到这 
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样一个有理数 r 是在山中所没嗬的.从 re / I :得出 
从得出 rd 闲而 4>> a . 所以存在着这样的存 
理数。 便得… < r <^. 在这种情况下我们约定认为 
如果相反地得到了这样的使得则我们将汄 
为士< 七. 因为我们现在已经〖正明了，两种情彤之一一•定应 
当成立，因此我们对连续统的排序得以完成. 

然而 * 以上只是完成了定义，其性质还必须证明.应当 
证明〜0 2 与〜%是不相容的 t 从〜得出〜> « i , 
反之亦成立；最后，从 a < 及 h 0 3 推得％ < —一总 
而肓之，实数之间的不等式服从于有理数间的不等式的同样 
基本规律.你们自己容易证明所有这些命题. 

顺便说一下，我们上面所作的讨论表明，在任何两个无 
理数之间总可以找到一个有理数；我们知道，如果两个已知 
教是有理数，这仍然是成立的.现在设数 r 是有理数，数《是 
无理数，且为确定起见设『<«.我们来证明此时在 r ■和 a 之 
间能够找到有理数.数《是集合 i ? 的分割 M 4) 的界限，同 
时从推得 re 儿但在有无理数界限的分割里 A 类不含 
最大数，因此存在有理数〜它像 r — 样属于 A 类且因而 
小于因而 r < 〆 <«，这也即是要钲明的. 

这样，我们就钲明了，在两个任意的实数之间都可以找 
到一个有理数，当然，也就可以找到无穷多个有理数.集合 
及的这个重要的性质通常就 说是: R 是处处稠密的（在连续统 
中）.容易钲明，无理数集合也是处为’了做到这一 
点最简单的是：研究所有形如 r 的数的集合，其中 r 是任 
意的有理数，所有这样的数都是无理数，只要它们就已构成 


© 记号表示：《不是集合 W 的元素. 
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了处处稠密的集合. 然而， 严格地说，表达式〃 只有在对 
实数定义了运算之后才能得到确切的意义.我们现在转到这 
一点上来. 

我们没有可能来研究这个问题的所有细节，而要想弄清 
该定义的思想的各个方面，只要详细分析一个例子，对我们 
来说就足够了-设^和^是两个实数且设我们想要定义它们 
的和〜卞〜数力和无论是有理数或者是无理数，在任何 
情况下它们两个都是集合尺的某个分割的界限.我们分别以 

，氏）和 (4,4) 来表承这些分割.其次，设<，匕，化』 3 表 
示属于相应的集合4_故，/1 2 ,艮的任意 的数. 很显然地，所 
有形如〜+七的有理数都小于任何形如乂 +心的有理数.我 
们现在来证明这样的实数 a 的存在性与唯一性，使得对任意 
的心（当然属于相应的 集合） 都有 
+ ^2 ^ ^ ^ + h t , 

我们就自然地将这个数《定义为数々和^的和，这样就在一 
切情况下确定了和的存在性和唯一性. 

我们来研究以下述方式定义的集合尺的分割 M , B) f 
如果有理数 r 小于所有形如& 的数，我们将把它归人4 
类，相反的则归入 S 类（你们很容易证明，集合尺的这样定 
义的分割实际上是分割).该分割的界限我们表之以很显 
然地，所有的形如七+ « 2 的数属于4类，而所有形如卜+ 
卜的数属于 B 类.因此 


a, + < a - b Zi (2) 

即数 a 实际上满足所提的条件.我们余下的是确定其唯一性， 
为此目的我们先来证明，数&和乂我们可以这样选择， 
使得其差&一〜为任意小.实际上，设^是或类中的任意 
的有理数且 c 为任意小的正有理数.在有理数序列 
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a , d + r j a ~ h 2 c f , a ~ i ~ nc t r,t 

中第一项属于 糸类， 其后，一般说来还有一些项也属于耒 
类，但从某个位置起所有后面的项都将属于氐类，因为 a + 
w 随着 n 的增加在无限增加.因此可以找到这样一个整数 A ， 
使得 


a + kc — a x Ai , a + (A + l)c = & G B lt 
由此得知差卜一& = C 是任意地小.因此我们的命题得证. 
由于同样的理由，数 A ❿之差，还有七 + &A +卜之差也 
可以选择为任意地小. 

现在设(迻不知道这是否可能）存在着两个实数 a 和^满 
足任何不等式(2)，且为确定起见设有正如我们了解 
的那样，存在着这样一对有理数 r , 〆 ， 便得 

at <r < r f < a f j 

这些关系连同不等式 (2> —起 表明： 任何形如〜+ a 的数与 
任意的形如& 七} H 的数之间的距离必定超过一个常数 〆 一 r . 
这很显然地与我们刚刚得出的结果相矛盾.因而数 a 的唯一 
性得证. 

我们所做的加法的定义，按其形式讲可以方便地把有理 
数加法所遵从的所有基本规律直接推广到任何实数的加法. 
你们可尝试哪怕只对交换律试一下，马上就会发现这些都是 
怎样的简单. 

我们已经说过，我们在这里将不再说及其他运算的定义 
以及它们所遵循的规律.我们只提醒一下：乘法最好类似于 
加法来定义，而减法和除法则定义为逆运算为最好. 

我们现在转到这个问题的思路中最后一个极为重要的问 
题：怎样证明我们定义的连续统实际上衷现出连续性和致密 
性呢？作为数学分析的基础，它们是必需的，正因为数集 R 缺 
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乏它们，才迫使我们在适当时候弓1进尤理数. 

要回答这一问题，我们要回想一下，为什么我们说集合 
/?缺乏这种连续性.这是指这样一件事实：在集合/?的分割 
中具有这样 一类， 它们不具有属于集合尺的界限.因此，如 
果我们 诬明： 对于连续统来说这样的事实任何时候再也不会 
存在，即 则 

我们就能 ' 够 1 定满^^的\ ¥且¥相¥我¥建¥的连 
续统作为数学分析的基础能适食对它所提出的要求. 

耍避免一个误解，即我们上面提出的命题不可能从以前 
的结果直接推得，因为迄今为止我们总是在说的是集合及的 
分割，现在我们才第一次谈到连续统的分割.分割的形式定 
义，我们在这里认为是不变的. 

现在来证明我们的论断+设 （ A ， B ) 是连续统的任意一个 
分割.任何有理数，更一般地说，任何实数或者属于 z 类，或 
者属于£类.因而连续统的分割 （ A ， iO 就直接导出了集合 A 
的某个完全确定的分割 d ，孜 ）• 设《是作为分割 ( a ， 汉） 的 
界限的一个 实数. 我们来证明，它也是分割 ( A ，^) 的界限， 
从而使得我们的命题得证. 

我们需要证明 ： 任何实数 h < a 都属于 A 类，而任何实 
数 《 2 > a 都属于 B 类.由对称性，只要证明第一个命题就够 
了.设^为介于〜和《之间的有理数，因为，则 

r e 匚兌①， 

而因 A < r ， 则由此得出也有 A e A . 这就是所要证明的> 

表本 a . 数学分析的逻辑基础就这样建立起来了.当 
以此为基础逐步建立分析基础时，我们当然不得不经常地引 


①记号 / ICJ ? 表示：集合 A 包含于集合 ZJ 之内. 
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证已经奠立的基础，即直接回到我们所建立的实数的定义，这 
必然会伴随众所周知的不便，因为对此所必需的分割，构造 
和研究通常都是十分繁琐的.找到摆脱此固境的道路在科学 
上是极其有教益的，因为它对于在数学科学中经常遇到的所 
有类似的逻辑结构可以当作是一种典范.在数学分析的发展 
历程中可以注意到，尽管在讨论中直接应用借助于分割给出 
的实数定义是很经常的，但其中的多数应用在形式上是彼此 
十分相似的，因此实际上几乎所有的这些应用，都是按照三、 
四种格式来完成的（当然，每次添加特别的内容).但如果发 
现了这种情况，而我们就开始上十次地重复同一逻辑过程，而 
只是每次添加新的基本内容,那不论是为了建立这门学科，还 
是掌握这门学科都是很不经济的，也是极为麻 烦的： 数学科 
学早就已经有了办法——当然是有充分的根据的——即在所 
有类似情况下，通常把这种逻辑形式明显地表述为几个辅助 
命题（引理），然后一劳永逸地征明了这些引理，这样以后就 
再也不必每次都重复作为该引理基础的这个形式结构，而径 
直引用这个准备好了的引理.证明了三、四个这样的辅助命 
题，我们有可能在今后任何时候都不用再来构造分割，而只 
要引用一个基本引理来代替它.这些引理就构成了把数学分 
析与其逻辑基础连接起来的几座桥梁.毫无疑问，这些基本 
引理的选择在不同的讲法中可以是各不相同的，但是在任何 
情况下都要尽可能地劝告学生，要不惜时间和精力，尽可能 
仔细地掌握尽可能多的这类引理，因为其中的每一个郡各有 
任务，能对将来的工作的给以本质上的方便，因此为掌握它 
而花费的力气毫无疑问不会是徒然的 浪费. 

这类引理的典型表述和证明我们现在以几个例子来给 
出. 
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1 . 关于单调序列的引理. 实数序列 

， a 21 …， a rt ，… (3) 

称为早调的，如果对于任何《都有或者或者 
〜 > :二•在第一种情况，我们说准确一点是乎， f 亨@，而 
第二种情况则是乎-予 f ，序列(3>称为荷异 A 存在 
着这样一个正数_ 

I««! < ^ (n = 1 ,2,-*0. 

引理 1. 任何单调有界序列都有极限. 

为确定起见设 I € q 且丨< ~ 1.2, …）. 把连 

续统分成两个集合 Z 和把大于所有的数~ (例如数幻的 
任何实数放人 S ， 而把其余的所有实数放入 /!( 特別地有所有 
的 A ). 很显然地，连续统的这个分划是一个分割.设 a 是该 
分割的界限，我们来证明〜^这也即是引理1所要证 
明的. — 

我们首先指出，对任意的《有 

« n < 

实际上，当《,>«时我们依照界限的定义将会有\ 6 £，这 
与集合 S 的定义相矛盾+如果与我们的命题相反^不是序列 
(3) 的极限的话，则存在着这样的正的常数^使得对数》的 
无穷集合有 


, a — € r 

由此得但由序列 (3) 的单调性此不等式应对无穷 
多个《值成立，因而应对巧亨成立.按照集合£的定义 
由此得出《_£€及但一则数0 — e 应当属于 A 
类（因为 a 是分割(山 石） 的界限).所得之矛盾证明了我们的 
论断. 

当然，在引理的条件中单调性是不能丢掉的.单从序列 
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(3) 的有界性是不能得出极限的存在，正如例子二（一 ir 
所指明的那样. 

关于单调序列的引理不仅在分析中得到大量的应用，而 
且甚至在初等数学中也得到了大量的 应用. 它在初等数学中 
常被作为 f ‘公理”，有时甚至不考虑，如果不是掌握了全部的 
实数，这个“公理”简直就是不成立的.但是，这种缺陷不 
仅在初等数学里有，而且在“简化”的数学分析教程里也有. 

特别地，几何学屮圆的周长（即当边数无限增加时圆内 
接正多边形周长的极限）的存在以及作为分析基础的数0 = 

lima + 的存在利用这个引理进行证明是最简单的了. 

ft 

与插述单调有界序列的基本特征的引理相比较，下面的 
关于连续变化变量的连续函数的下述引理，对数学分析的意 
义也不相上下. 

引理 1'. 若量: T 增加且趋近于〜并且函数 / U ) 在某 
个以点 a 为其右端点的区间上有界且单调，则 /( x ) 当 ; z —u 
时趋近于确定的极限. 

这里函数 / U 0 在以 a — €和^为端点 ( e >0) 的区间内 
的有界性表明存在着这样的数^使得 
|/(^>| <£■ (a — £ < x 

单调性则表明对跋区间的任意一对数: r , ，: r :， x t ^ oc 2 比值 
或者 > 0,或者 < 0, 

一 2 

引理的证明可以很简单地据引理1作出.为确定起见 
设/(^')是不减的，即当 a > > a ~ e 时有 fioc 2 ) ^ 

/( A ). 因为当 ] r 时有 

a — — 七 <a ， 
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则增加的数序列 a — > |)落在以 a — e 和 a 为端点的 

区间之内且以 a 为极限.数序列/心一士）〈《>士）很显然 
地有界且不减.因此由引理〗存在极限 lini /(a — 

，—-o n 

如果数 i 充分靠近 a t 则可以找到这 样一个 h = n (: r ), 使得 
a — 丄 — —^-r * 

n + 1 

此即表明由函数 / 的单调性得 

^ ^ /<« — ]_ ^ ). U ) 

rt tt 十1 

但当 r — a 时很显然地有 — 由此得出不等式 (4) 的左右 
两边都以6为其极限，由此得出当 x — a 时也有引 
理 r 以此得证. 

2. 收缩区间套引理. 我们约定把以 a 和6为端点的闭 
g 间，即满足不等式6的所有实数的总体记为0, 
幻，而具同样的端点的开区间，即满足不等式 ad 的所 
有实数： T 的总体表之以区间序列 

[ AA ]， [£!”〜]*-■•，[〜人]，… <5) 

我们将称之为$，如果它满足下述 条件： 

1° ^ a « H -] ^ ^ M ^ ^rj (ft 1，2，…），即后面的每 

个区间整个地包含在前一个区间之内； 

r lim 汍 一 A ) = 0,即随着序号的无限增加，区间的 
长度趋于^ 

引理 2 . 如果序列（5〕是一个收缩的区间套，则存在着 
唯一的实数〜属于所有这些区间. 

当然， 可以通过构造相应的分割来证明此引理（时常是 
很有益的），但是根据引理1来证明要简单得多.实际上，由 
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条件 r 序列 

£3n T a n , 

单调、有界 〈后 一点从 h < 卜对任何成立可以明显看出）. 
据引理 1 ，序列有极限，设 

lim a n = a, 

因为对任何 々有 = 1 , 2 ,…） 》 则也有 

a ^ (各=1,2,…）， 

因此 

^ ^ ^ Gi = l*2、”-K (6) 

因此数 o 属于每一个区间囡而满足引理的条件.其 
唯一性可以这样推得：当有两个不同的数〃和^满足不等式 
( 6 ), 我们有（为确定计设 /?): 

^ < /S < h, x (,i = 1»2 ,…）， 

由此得 

厶 《 — a , > 存 一 a (?i = l ， 2 , …）， 

这与收缩区间套的性质 2 °相矛盾.因而引理 2 得证+ 

应当 指出： 对于引理 2 非常重要的是对每一个区间而言 
其端点都要包括在内，如果我们丢掉了这一点而以幵 
匿间〜来代替则引理就可能不成立.如开 

区间序列 0 <7 = 1，2, …）就没有属于所有区间的公 

共点. 

} Hei.Borel 引理.这个时代稍晚些才产生的辅助 
命题也时常成为证明分析中的定理的很方便的武器. 

我们约定称（一般说来是无穷的）一组区间 M 覆盖了区 
间（:闭的） [ a4 ], 如果这后一区间的每一个点都位于这组区 
间 M 中的至少一个区间的话. 
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引理 3. 如果开区间组从®覆盖了区间!>/]，则从中 
可以分出一个有限的开区间组也覆盖区间 bj ]. 

实际上，如果区间4 不能被引理要求的有限个 
开区间覆盖，则将其平分成两半，我们可以断定，其屮至少 
有一个半 K 间也不能被有限覆盖（因为很显然地，如果两者 
都能被有限覆盖的话，则整个区间 A 也就被冇限覆盖).我们 
以4来表示这不能被有限覆盖的一半（如果两者都不能被有 
限覆盖，则4可以表示其屮任意一个).再将乌平分成两半， 
我们又可以断言，其中至少有一个半区间（我们表之以么）不 
能被有限覆盖.我们可以把这个过程无限地进行下去，这样 
区间么，…很显然地构成了一组收缩医间套.根据引 
理2存在着唯一的点 a 属于所有这些区间.设 d 为组 A / 屮包 
含点 a 在其内的开 M 间.因为当《 — ™时区间厶的长度趋近 
于零，同时则对充分大的《就有(因为开区间 
4的松度不会为 0), 于是我们得出 矛盾： 区间 么按其 定义不 
能被有限覆盖，现在又只需组 M 的一个区间△即可覆盖它. 
引理3以此矛盾而得证. 

现在我们不仅学会了建立数学分析的基础，而且证明了 
3 个最重要的辅助命题，准备好了将此基础最方便地用于今 
后进一步构建基本的建筑物的过程.这座大厦将以什么方法 
耸立起来，在其建筑过程屮将使用什么样的基本概念、思想 
和研究方法——所有这些你们都将从后面的各讲中了解到. 


①译 者注. 原文误为“一组区间 A /”， 实际上.如 果这… 组区间 A / 
是一组 闭区间 ，这个引理可能不成立. 
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第二讲 
极 限 


么是极限？——趋于极限的各种类型.——常量的极 
限.——无穷小和无穷大. Cauchy 准则.——关于基 
本定理的注记.——部分极限，上极限和下极限.——多元 
函数的极限. 

什么是权限？ 极限概念，如同函数关系概念一样，是 
数学分析最重要的概念之一 +当然，你们了解许多关于极限 
的定理，但是，我们还必须十分认真地研究这些概念，部分 
地是为了使之更明确，部分地则是为了补充、深化和拓展我 
们 所熟悉 的这个概念. 

我们首先来研究“变量 I (在已知的现象或过程中）趋近 
于数^ (或者说是以数^匁其极限)”这句话的意思.这句话 
我们用下述两种记号之一来 表述： x — u 或者 lim 7 = 1 如果 
我们期望在定义极限时遵守一切形式上的要求（而没有这一 
点通常就不能建立数学科学） ，则 我们首先要遇到的是持殊的 
独有的困难.问题在于在极限概念的准确定义中，不能够有 
其数学意义完全不明晰的术语诸如“现象’’、“过程”之类出 
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现.而没有这些（或类同的）术语要描述通常的、你们所熟 
知的极限概念的定义是很困难的.我们不是常这 样说： 无论 
数《的邻域 f /® 是怎样的，从已知过程的某个时刻起的所有 
的1值都属于邻域于 ji 琺兵 ii 二法来 
描述这个定义，以使它不含任何数学意义不是完全确定的术 
语.应当明说，这个任务大概解决得不算很好.现代数学家 
宁肯完全放弃去解决它并且把记号 lim ^ «当作是毫无数 

学内容的.当然，这不是说他们完全拒绝极限概念.如何摆 
脱这 一 殂境呢？ 

事实上，在分析中我们总是遇到这种 情形： 当变量: r 在 
某个确定的状态时某个趋近于极限，例如“当1趋近 
于《时 j 以&为极限” dm “当《无限增 加时心 趋近于，等 
等.这种说法（相应地有记号 ■ y 或者 lim : y = A 或者 

已经有了完全确定的含义^ ¥是，表式 lim y^h 

意時着： mfHv 孕亨字 ffcV 的这样 

冷译；= _ •夕户任’何 Ve 总各 ）4 

A ¥们*已经—， kY 无可指 k •的 极限概念的精确邊 i 不需 
要过程的概念.通常把它说成是：当 T 充分接近 a ④时^足 
够地接近匕当然，谁若对数学形式的典型特征不熟悉，可能 


0数 d 的邻域是包含数 a 在其中的任何开区间. 

②当然，有时这句话也说成 这样： 无论正数 £ 如何小 t 在孕 
亭中数值依其绝对值总小于 I ' 

魯 函数 J 当^ = «时可以是没有定义的，也可能当:时: y 有 
确定的值，但这个值不是 6. 

④对于 0^,7— — — _ OQ 不需专门的定义，只 

要把大于（小于）某个任意确定的数的集合理解为+ 00(—00) 即可. 
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对此感到奇怪：可不是吗，事实上，语句 ( A ): “当 jc 的极限 
等于 a 时， y 的极限等于//，可能有确定的意义，同时学，春 
_ r 的极限等于 a ” 却没有意义？实际上，这里不仅未 
無何不能接受的东西，甚至也没有任何奇怪.语句 ( A ) 是作为 
—个完整的整体，而完全不必让其中每一个部分都对我们有 
定义，只要这句话整个地赋予了确定的内容就行了. 

毫无疑问，我们所给的极限概念的定义包含了分析上最 
重要的两种 情况： 数列的极限 lima , 及连续变量的函数的极 

rt — ^ 

限 l ^： y ， 其中 a 是实数，亦或者+^,或者 一 《=,这里函数 
^ 限可同样理解为这三种情形中的任一神， 

趁子板阪的各种真设 I 的函数 y = 当 2 ■趋近 

a G 是一个数）时以数 A 为极限.同时为简单计我们设 r 的 
所有值均大于这一点常用以下的记法，非常方便地表示为 
jt — “ + 0 ( 而不写工 —a , x > a ), 于是，我们有 

lim /( 文） = /j. <1> 

- 1-0 

我们假定对充分接近于0的任何有 /0 r )>~ 此 
时函数/( X )在点 a 附近通常的几何表示有两种形状，即为下 
述图1和图2.在图1中: r 愈靠近^则 / U ) 就愈靠近 h 当 
: r —a +0时3；单调减少地趋近于匕在图2的情形则完全不 
是这样 ： y — 6时是吋而接近，时而又离开其极限，当: T 4 
^ + 0时函数 / o ) 不是单调地变化的，它时而增加，时而减 
小.当然，所有这些本质上的差别并不妨碍我们用同一个关 
系式 (1) 来类似地表示这两个图形.这个关系所描述的是这两 
个情况所共有的一个基本 事实： 只要 X 充分接近 d ， J 就任意 
地接近 i 

当： T 充分趋近于《且均有时，若有则完全 
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图1 图2 

类似于 前者： 它可以用图3和图4来表示，咼然，无需解释. 



图3 图4 

最后，可能有这样的情形，当 I 在点 a 的右方任意接近 
时，函数 J = /( a ) 的值有时大于 h 而宥时又小于6 ( 图 
5). 很明显，此时当+ 0时 j 不可能是单调地趋近于其 
极限6 -此时若函数 / U ) 连续 C 如同我们在所有图形中所描 
绘的），则它必然在点 tz 的右方充分靠近《的无穷点集上等于 
其极限值6,从几何上说，函数 / U ) 的图形在点 a 附近无限 
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M ： 


J 

- _ . a . 一 — 一 7 

图 ! S 

多次地穿过直线^=匕 

很显然，当 a + 0时趋近于6的连续变化的量的所有 
可能的类型仅限于这些情况.我们不再去单独研究当 ： T — 
a — 0即所有的: r 均小于 a 的情形 * 很明显，把图1〜5对直 
线 a 反转即可得到相应的图形. 

如果我们假设当 : r — u 时 y — 卜则当然有 y 以及 

此时我们谈到的函数 j 当1从点《的右“ 5种极 
型的每一种都可以类似地与从点 u 的左边趋近于 u 的5 
种类似的极限类型结合起来，从而我们就得到了当 I — a 时 
函数 >■ — 6的25种不同类型的极限. 

我们还要注意到，图1，2,3,4中所描述的情形可以方便 
地写成相应的肜式 

y 一 』+0 及 y 二。6 — 0. 

到目前为 C 们认定。及& Ewi 当这两个字母之一 
(或者两个一起）表东 + OC 或 一 ^时，也不难列举出函数: V 的 
各种类型的极限+你们自己将不难作出.作为例子，我们指 
出当 a 而6是数时，所有的类型可以表示成图 

5 f . 
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函数 / Gr ) 在图 I 及图 Y 的情形是单调的，而在其他情瑕 
则是不单调的.在图 V 的情形（如果它连续的话）函数 /(d 
可以无穷多次地等于其极限值 6( 对充分大的:^值乂 


当 (3 是数，而& = + 
而当: r — a + 0时，很显然， 
只可能是图 6 及图 7 所描述 
的两种类型. 

常黃的权限. 当然，你 
们知道，常量（即仅可能取 
唯一的值的量）的极限总是 



图5, 






ot 


图 6 


图 7 


存在的并且就等于这个唯一的值.这个规定有时被当作不可 
理解的，因为我们一开始说的是 f 量的极限，那么怎么可以 
有常量的极限存在呢？ ' 

但是这个规定对我们而言，首先在逻辑上是必然的，如 
果我们不想在我们的极限定义中出现矛盾的话+实际上，对 
任何: r 值若^=卜则对点6的无论怎样的邻域 V %对任何 r 
我们都有关系式^ 6 V ，由此依照极限的定义我们一定可以 
得出： 对任何 a ， 都有 

\'imy — b , (2) 

再其次，这个约定又^十分合理的（实际上，也几乎是 
不可避免的）和实用的，事实上，如果我们暂时认为常量没 
有极限、而设有一个函数使 (2) 对它成立，则大家知道 
lim (— y) — ~ 
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但对任何 : 1 1 >- + (― v ) = 0 t 于是量 ： y 与 一 y 都 是有极 
限的.而它们的和是常量0,而按照我们的约定，又是没有极 
限的.这样一来，在表述我们熟知的两个变量和的极限的定 
理时，我们不得不预先 声明： “只要这个和不是常量时”，和 
的极限的定理才成立.类似这样附加的话，其人为的繁琐的 
特征是显而易见的，而我们又不得不把它们放人所有关于极 
限的定理之中.但若对任何常量都给以极限，我们就可以完 
全解脱了.而由于，像我们已经看到的那样，我们又没有作 
出与我们 B 建立的极限概念的定义有矛盾的任何差错，所以 
在讲述数学分析基础时始终采埒了这个约定. 

无旁小和无舍大.如果当 a 时;0,量 ； y = /(, i ) 
就称为当时的无穷小量.在数学分析的许多讲法中无 
穷小概念在极限论中都起着基本的作用，先给出它的定义，然 
后再给出一般的极限概念，并且反过来，把后者的定义归结 
为无穷小量的概念.与此相反，一些现代学者在阐述分析教 
程时则完全不理会无穷小的概念，认定这个概念是多余的，它 
会留下，并且事实上确实是留下了许多误解， 

关于这一点应当指出，这里所谈的当然不是趋近于零的 
量的 f 字（这个概念在数学分析的任何讲法中，包含在其所 
有的士南中都起着本质的作用），而仅只是谈要不要有“无穷 
小量，，这个乎 if . 这个名称实际上常是不通顺的并且常常导 
致误解；使 bk 个名称似乎是想去刻画这一类的量的大小 
——把一些在其变化的已知阶段完全是并不小的量，叫4免 
穷小量总是不方便的.而在事实上这个名称所要描述的仅只 
是已知量的字举 ，誓， 而绝不是它的大小.这个用词上的失 
误应归咎于点 留：无 穷小量的叫法出现在这样的时代， 
那时这个概念的意义完全不同于我们瑰在为它确定的意义+ 
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但是，如同我们已经指明的那样，趋近于零的量在分析 
中以及其应用中如此经常遇到，所以拒绝给它一个简单的名 
词也是非常困难的.另一方面，把在历史上已经使用了几个 
世纪的名称换成另外的说法确实是一场灾难，而这样的灾难 
在数学中总是经常不断地感觉到又毫无好处. 最后， 如果我 
们不把无穷小量作力极限理论的基础（如同我们现在所做的 
那样），而仅仅是把它理解为趋于极限的量的一般概念的一种 
特殊情形，则概念间严重混淆的危险性就不会太大井且不致 
引起太严重的后果. 

量 j 称 为无穷大量，如果 

* •■囑 

lim [ 3 ? I = ~h R 

这就是说，无穷大量就^要么趋于+耍么趋于 要 
么不趋近于某个极限，而是时而取正值，时而取负值，但按 
其绝对值则无限增加.这后一种情形的例子如变量 : y = 
C " 1)^ 当《 — +⑻时即是，其中《在增加时仅取整数值.关 
于术语“无穷大量”也可以重复我们上面对“无穷小量”所 
说的那一些话. 

这里我们毋需对我们已熟知的无穷小量的和、差、积的定 
理再说什么，我们只需要对常导致误解的两个地方加以注意： 

1>在无穷小量的和及积的定理中经常要求加项（或因 
子） 的个数是有限的，没有选个说明，我们容易找出简单的 
例子来证明，这两个定理是不能成立的. 

2> 关于两个无穷小量的 f 不可能作出任何一般的结论， 
这里商可以具有任何变化特征\特别地，可能不趋于任何极 
限- 

在往下讲以前，我们需要对记号 + oo 和 一 oo 再作些说明 t 
这些记号我们现在已经是经常遇到的了*当然 f 你们知道，这 
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些记号并不表示任何数.例如：在问到记号 + oo 表示什么时， 
最正确最清楚的就是说它本身什么意义也没有；但 “+ co 的 
邻域”这种说法是有意义的，它表示的是全部大于某个（任 
意的)数《的全体实数这样一个 集合; 对于这样的集合给一个 
简单的名称是很方便的，因为在分析中我们每每要碰到这类 
集合，所以就称它为的邻域.与“ + ^的邻域”这种说 
法一样，诸如 + m (其中《本身可以是符号十⑴与 
之一）这种表达式也就有了意义.实际上，在我们已给 
出的极限定义 = 6 中谈到字母《及6时总是与它们的邻 
域一起谈到的.因此这两个字母中的任何一个都可以符号 
+ oo (: 或者一％)来代替（只要我们指明，把什么样的集合 
称之为这些符号的邻域就行 ） ，没有必要对这些符号本身给予 
任何意义. 

从所有这些可以明白，在使用符号 + 及 一 00时该要多 
么 细心. 特别地，对它们作某些算术运算（土 = 0等等）是 

完全不能允许的，而在某些“简略”的分析教程中是这样用 
的.同样地，所有其式中有符号 + CO 及一 oo 出现的等式，如 
果这些符号虽不是直接起着上述类型的极限的作用，也都是 
没有意义的.如三角表;中瑕如 tan ~ : ^^^之类的任何 

等式都是如此.反之，不等式 

h — 00 , — DO ^ + CO 

却可以有确定的 意义. 它们依次表沄： 1) u 要么是一个数，要 


①当然，止确的表述应当是 

lim tam = + oo, iim tan x 




么是符号 I 2) A 要么是一个数，要么是符号 3 U 是 
—个数. 

最后，在谈到函数 y = /0) 的极限存在时，必须准确地 
声明，我们这里所说的是存在一个亨，它是这个量的极限，或 
者我们也将允许符号 + 作 A 极限.当然，往这里的术 

语问题上我们显然可以取两种说法中的任何一个 t 于是乎怎 
样选择就应当看它是否适合.通常约定把、有极限”理解为 
存在着一个 ft 作为量 j 的极限，如果需要对这个论断作广义 
的理解，则点作专门的声明.在今后我们都将这样处理. 

Cauchy 准則.极限理论的最重要的问题之一是： g 知 
函数 y = / G 〕， 要问；当 I — a 时它是否有 极限？ 在此 f 
4 0我们的约定 i 锊论•的是选样_的__ ，的 垤问题，使当 
: r + « 时 :; —h 2) 反之，《可以是数\也可以是符号 + oo 与 
一 m 两者之一； 3) 在此问题中只谈及极限的存在性问题，至 
于怎样去找出这里的极限，我们目前完全不它. 

下述的极限存在的重要准则是十分重要的工具，特別在 
理论研究中是这样. 

CaLtchy 准则要使函教^ = / t >) 'M a :^ a 时有极限，必 
须而且只需下述条件得到满足： （ A ) 无论对于怎样小的正數 
£，都存在着数（或符号） a 的一个这样的邻域使得对邻 
域 U 中的任何两个数 X ，和 . r 2 ， 都有 

)/<^ i ) — /(， 2 )丨 < t 

证明. 1) 设当 i — o 时量: y 趋近于数&依照极限的定 
义，存在着数 a 的这样的邻域 f /， 使得当 jrec / 时有 

b — 、〈 f ( X 、< ^ + ~, 

因此，若 a e U 且 々 e t /， 则/0^)及/(巧）均介于 a —音 
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与6十 f 之间，因而彼此之差小于 c 这就証明了条件 ( A ) 的 
必要性. 

2) 现在设条件 ( A ) 成立.对每一个自然数《都存在着数 
CZ 的这样一个邻域使得当 A 6 h e (7„时我们总有 

|/Oi) — /(A) j < 士 ' (3) 

我们可以把每一个这样的邻域汰都取为区间（闭的），同时 
我们有权假设 = 1,2,…〕，实际上.若区间 C/m 
不是区间 L % 的部分，则我们通常取区间 R 与/7, +1 的公共部 
分 f 乂 H 来代替很明显，6 +1 是区间， IUChCU " 
并且对任何 a e uU xt ^ e t /： +] 我们都有 
— /(^> I < ， 

所以邻域乂 +1 往任何情况下都是可以用来代替邻域的. 
因为函数 / U ) 在区间上是满足条件 (3) 的，则函数 

在此区间上所取的值的整个集合 A /, 将落在长度为1的某个 

n 

區间 厶之内.但 t /„ +1 czf / n ， 因而因而区间 
將整个地落在区间4 之内： 又因为当《 — m 时区 

间4的长度+将趋近于零，则区间序列 4 X 1, 2,…）将构成 
收缩的区间套.根据第一讲的引理 2( p . 21 ) 我们就可以断 
定，存在着 唯一的 一个数6属于所有的区间 / X . 

最后，我们来证明 = 仏为此我 1 H 以 V 来表示数心 
的任意邻域.依照这个定义，对任何充分大的《有厶 C ： 


①显然，它是非空的. 
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V. 所以若 : r e t/n ， 则 /U) e M n CZAC ： V t 由此，依照极 
限的定义应有 Urn 3/ ~ h. 

这样一來， SLchy 准则就已完全证明，持别地，要使数序 


列 


有极限，必须而且只需 ： 对任意的 e >0 以及任何充分大的《 
和 m , 都有 


1 ^„ — a m \ < e, 

Cauchy 准则只在诬明某些个别的函数的极限存在性时，在很 
少有的情形下，才得到具体的应用，为此常常釆用更为简单 
的准则，但这种准则不是极限存在的特征，即不是必要充分 
的准则.相反地.在一般的理论研究中， Cauchy 准则正是由 
于这个特点，却能起到几乎是不可敢代的作用，这一点我们 
即将看到. 

兵子泉本走 a 的注赵. 极限理 论的基 本定理 ，即和 、差、 
积等极限定理，你们当然是很熟悉的，我们这里不仅不需再 
去证明，而且世不必去陈述它们.但与这些定理相关的一个 
注记我们还必须给出1因为这个注记对于整个一系列定理都 
是相同的，我们将只以其中的任一个为例来加以说明， 

当我们说到“两个量之和的极限等于它们的极限之和” 
(在大量“简略”的教程中正是使用这样简单的措词的），因 
而我们这里指的是（尽管没有提到这一点）：所有的3个量 
(两个加项以及和）都是有极 限的， 并且问题仅只涉及这些极 
限之间的关系.实际上，我们这里假设多于所需，只需假设 
这两个加项每一项都存在极限就够了；因为这时可以证明和 
必有极限（等于加项的极限之和）.对这个证明不需任何附加 
的讨论，这个结果可以从和的极限的定理的任何证明中自动 
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地得出，成 为一个 附加的结果. 

反之，从和有极限则不能直接推出每一个加项都有极限. 
实际上，设量^当1 — 〃时不趋近于任何极限，彳艮显然，量 
1 也同样地没有极限，但是这两个量之和（是一个常数, 
^ + 1 一 1) 当 : r — «时有极限 L 

这也就是说，关于和的极限的定理的最完整的陈述应当 

说成是：气甲字个寧宁— a 有 
极限，则仓彳异金釦鈿奋限等于•勺 
争申字侖忐旮 二朵為 都着―血岛备会. . 

* 权限，上权珉和 T 权限.我们现在需要来详细研 

究变置:^的这样的函数，这些函数当 a 时没有极限.所 
有“简略”的教程通常是完全不研究这个问题的. 

如果对于数 a 的无论怎样的邻域 U 以及数&的无论怎 
样的邻域 V ，都可以找到一个异于 d 的点 I e C 7. 使得 /( r ) 
€ V %舀«时我们称数心是函数 y = /0 r ) 的部分极限. 
这个简 单的定 义不加任何改变可以推广到是符号+ co , 
一 a 之一的情形.这就是说，部分极限6是这样的数，使得 
不论怎样靠近〜总可以找到 x 值，使相应的量^任意地接近 
干6 [当 o 或&是+⑺时，我们当然应当把“任意接近于 a 
(或 A )” 改变成“任意大的数”，当《或6是一00时也完全类 
似1 


相仿地，我们也可以定义当 《 — 03时数列 
…的部分极限. 

如果 1 ^存在，则正如我们从极限概念的定义中所直 
接看到的那它必然也 是量: y 的一 个部分极限（且是唯一 
的），而不管这个极限是一个数或是符号+ 00与 — oo 两者之 
一-但如果这个极限不存在，则这个量^至少有两个不同的 
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部分极限.这也就是说，任何函数 : y = /化）当 : r — a 时都至 
少有一个部分极限，要使部分极限是唯一的，必须而且只谣 
limv 存在. 

要证明这些论断的正确性，显然，我们必须证明两个命 
题： 

命题 1. 任何為数当 ■T — u 时都至少有一个 
部分极限. 

命题 2，如果6是函数 y 当:时的唯 一 部 

分极限》则 lim y = b , 

所有这些情形里，所有的极限和部分极限都可以是数，也 
可以是符号+ ™及 一00. 

命題 I 的证明.若符号与 一 M 之一是量 jy 的当 
x — a 时的部分极限，则命题已经得证，因此我们假设这里不 
是这样，并且指明这时存在着一个数心它是量 J 当 1 — 0 时 
的部分极限. 

但若无论或者一 O 0 都不是函数 /( Z ) 当 r — d 时的 
部分极限的话，则很显然，存在着这样的一对数 a ,/? < c < 
办，使得对任何充分靠近 d 的:£■，都有 
or < /(，） 《卢. 

特别地，选就 表明： 字譽❸年，穿亨可以找到这 

/⑺属于 ]£ 尚 [ a ， 幻: 

我们约定只用,4这个字母来表示区间 A 所具 
有的以上所陈述的性质，如果我们将此区问等分，则其两个 
半区间中至少有一个具有性质 A (因为若数 a 的邻域 tA 不含 
任何使得 /( d 属于左半区间 A 的而邻域 K 则不含任何 
使 / G ) 属于其右区间的: r 的话，则作为这两个部分 tA 与％ 
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的公共部分所组成的邻域? 7® 很显然将不包含任何使/(^) 
e A 的点了，即 K 间 A 不具有性质 .4). 我们再用厶来丧示 
E 间 A 的具有性质4的一半，并且重复进行我们对区间 A 
所进行的工作，即把它平分且把具有性质 A 的一半表之以 
在.无限继续这个过程，很显然，我们就得到一个收缩的区间 
套4，如么，…，4，….设6就是根据收缩区间套引理而一定 
存在的属于所有这些区间的唯一的公共的数，并以 U 和 V 来 
表示数 a 及 A 的相应的邻域.依照数 A 的定义，可以找到一个 
区间 A < cr ， 但每一个区间4•都具有性质因而存在着这 
样的一个数 T e (7,使得 /u ) G 么 c 但此即表明， A 是 
量: V 当 I 4 a 时的部分极限. 

命题2 的证明.由命题1,量 y 当 : r — a 时至少有一个 
部分极限 A ， 若关系式 _y = A 不成立，则存在着数（或符 
号） A 的一个邻域 K 具下 性质： 对数（或符号） a 的任何 
邻域 C /， 都可以找到这样的 a 使得相应的 / U ) 不属于 V . 因 
此，很显然，应当有下述两种情形之一成立：要么符号+ 00, 
— 00中有一个，而且本是6，是量 y 的货 : r — U 时的极限，要 
么存在着 — 个区间 [ aj ], 使得数(或符苧) a 的任何 
邻域 t / 都包这样的 A / U ) e [«,«. 在前一种情形，命 
M2 得证.在第二种情形，如同我们在命题1的证明过程屮 
所做的那样，我们同样可以诬 明： 量: v 当 ： r — a 时苟部分极 
限夕属于 E 间 OJ ], 因而不 等于卜 这就是说，此时命题2也 
得证. 

于是，我们就证明了，在 a 知过程中任何没有极限的量 


o 译者注. t / - 1 /, n u zt 
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都至少应当有两个部分极限.一般说来，不可能做出更多的 
结论了.如量3^<_1八其中《是自然数）当《—⑺时，裉 
显然地丝毫不差地有两个部分极限+1和 一1. 另一方面，存 
在着这样的量，在其变化过程中可以有元穷多个部分极限，如 
函数 : y = 当 ; r — 0时就以区间[一 1, + 1] 上的所有数 

作为其部分极限.实际上，当1 — 0时 量+连 续且无限地增 
加，因而其正弦无数次地从 一 1到+ 1连续反复地变化.无 
论取区间[―1, + 1] 之中的哪一个数 R 我们总能找到这样 
小的一个数《 (即在数0的任意小的邻域中），便得 
sin 丄 = 

a 

尽管如同我们刚刚看到过的，大多数部分极限作为一个 
集合而言，具有完全不同的特征，但在其部分极限集合的构 
造上却有着对任何变量都共有的特征，而这些特征对数学分 
析来讲恰恰具有本质上的重要性，我们现在就乘给出其中的 

_ jtb 

性质 1. 若数（或符号 ） 6不是量 jy 当 x ^ a 时的部分 
极限，则存在着数6 (或符号）的一个邻域 V ，其中不含任何 
一个这样的部分极限为其内点. 

实际上，如果6不是量 J 当 : T — ^时的部分极限，则存 
在着数 6 (或符号）的这样一个邻域 V 及数 a (或符号）的这 
样一个邻域 C /, 使得当:时， y 不属于开区间 V ;但因 
为区间 V 是其任何内点的邻域，则对 V 的任何内点上述性质 
都成立，因而所有这些内点作为一个数，都不是量^的当 7 — 
^时的部分极限，于是性质1得证. 

在讲述性质2之前，我们注意如下的事实， 
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若已知量: y 当 x — a 的部分极限中有符号 + oo 时，则我 
们自然把这个部分极限理解为最大的，类似地，对符号一 
如果它是量 y 的部分极限.则把它理解为最小的.作了这些 
约定，我们现在就可以来讲述性质2 了. 

性质 2 . 任何变量的所有部分极限中总有最大的和最 
小的. 

你们当然明白，这个结论远不是自明的！因为例如开區 
间(0，1)之中就既没有最大的数，也没有最小的数， 一 般说来 
远不是在任何数集中都有最大的数和最小的数（或符号).我 
们命题的意义就在于：绝对不是任何集合都可以是变量的部 
分极限的集合（从性质1也可以看出这一点），它可能具有某 
种专门的特点，其中之一 就是： 它包含有最大的数和最小的 
数（或符号)，我们来征明这一点. 

首先我们将只讨论关于亭 本部分 极限的情况，因为最小 
(这是先已说明的）部分极所有讨论可以完全类似地得 
出- 


我们可以假设符号 + m 不是已知变置的部分极限(否则， 
如同已经指出的，它就是最大部分极限，恰好正是性质2要 
证明的）.根据性质1，由此得出在符号 + oo 的某个邻域内没 
有部分极限 * 换言之，所有的部分极限都小于某个数.如果 
我们的已知童唯一的部分极限是以符号一 oo 来表示的，则它 
同时也就是最大部分极限，于是性质2得证.因此我们可以 
设已知置的部分极限中存在着某 个数& 

现在我们将所有实数的集合按下述原则分成和乃两 
类：若在: r 右边有已知量的哪怕是一个部分极限，则 a e 
否则就令尤€ B . 你们当然容易证明，这个分划焉一个分割. 
设 a 是其一个界，我们来证明《 是已 知量的最大部分极限.实 
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际上，首先 a 是一个部分极限，因为反之由性质1,数 a 的某 
个邻域 （0 lT a 3 ) ( a , O < ^)将不包含任何一个部分极限， 
但由不等式我们得出&弓 A , 因此 A 的右边应当有部 
分极限，又因为在区间上没有这样的部分极限，则它 
们应在 h 的右边，而这是不可能的，因为由于不等式 
则七云反其次， a 的右边是没有部分极限的，因为若 
是部分极限的话，则对任何介于《与#之间的 r 0<7<卢）， 
我们应当 有：由 ，>心则 re 而同时又由有 re 

A 这是不可能的，因为定义一个实数的分割，其4类与 S 类 
不会有公共的数.这就是说，数 a 实际上是已知量的最大部分 
极限.于是性质2得证. 

这样一来，任何变量在其变化过程中都有最大和最小的 
部分极限.这两个部分极限有着重要的意义：它们分别称 f 故 

是量 y = fU ) 当:^ — a 时的上极限和下极限，并用以下符号 

* * * * * * _ 

表示； 

或者 

lim sup /(.i ) 及 lim inf /(jt). 

显然地，总有 

lim sup fix) ^ litn iaf fix). 

此外，这两个数可以取任何值，同时其中的每一个或者两者 
—起都可以是符号+ ^或 一 do. 当: r — a 时量： V 称为是 f 界 
印，如果当时其上下极限都是数的话，而如果两者士‘ 
A 有一个取符号 + 00 或者 一 DO 的话，则称其为无界的.很显 
然，当 T — a 时量: V 的有界性意味着存在有这和卢 
以及数《的这样的邻域 t /, 使得对任何 xe 都有 
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a < /(jc) < (3. 

要使 limy 存在(数或者符号），必须而且只需有 关系： 

X~»d3 

lim y = lim y » 

因为上、下极限二者重合等价于部分极限的唯一性. 

介于 limy 以及之间的数可以是，也可以不是量 y 

当 : r — a 时的部分极限.我们前面己经见到过了两个这样的 
极端的 例子： 〗）介于这两个数中的任何一个数都不是部分极 
限， 2 )反之，介于其中的每一个数都是部分极限.一般说来 
它们之间有一些数是部分极限，而另一些则不是. 

有时上、下极限是以另外的形式来定义的 . 这些另外的 
定义方法不仅对于拓广和具体化对这些概念本身的了解是有 
益的，而且对其应用也是有益的. 

= 哼 4 ：年平，年1 手亨釦/?(或 

a (kkf^ 

心了个亨亨 t /， 宇竽亨 x 使•得 

’ • 南新定义 _ 硌于前面的定义，我们首先注意到，若 

数或符号纟依照新定义是量 y 的上极限，则 6 很显然地是这 
个量的部分 极限. 若还存在着部分极限 V > 6 ,则我们可以找 
到数使得 

同时，因为"是部分极限，则数 a (或符号）的任何邻域 t / 应 

①译者注.如果《是一个符号，例如 《 = + oc T 则“ 这样小”的邻 
域 C / 应理解为可以找到一个数（可能是很大的） Af ， 使得其中有 z > A / 
Cr 声 a ). 
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当包含有使得& J <，的数 A 由此得 y >^. 但这很显 
然地与纟依照新定义是上极限这一事实相矛盾. 

反之，我们现在设6是量 J 当«时的最大部分极限， 
若 ad , 则数(或符号) a 的任何邻域 U 就包含使得《 < 
7 <卢的数工（依照部分极限的定义 X 要证明6是置 J 在新定 
义下的上极限，余下只要证明对适当选择的邻域 C / 我们对任 
何丨 弓以都有 J ‘見 

= + 则没有什么要证 明的； 若不是这样，即 + oo 

不是部分极限（因为6是最大部分极限).这就意味着，存在 
着这样的数 > 以及数（或符号） a 的这样的邻域 tA , 使得对 
任何工 e C /。， 都有 y <>. 若><卢，则所求的一切均已得 
证. 若 y 0 > 心 则区间 D 3，％] 内的每一个数 A 都不是部分极 
限且有与数 a (或符号）的这样的邻域 K 对应的邻域对 
任何^ € fA ， fix ) = 31 位于^之外.开区间 K 覆盖了区间 
[ Ahl 应用 Hdnc - Bord 引理(第一讲引理3>,我们可以得 
到区间[心火]的一个有限覆这里设 [7 是 
邻域…， R 的公共部分，很显然，口是数 a (或 
符号）的这祥的邻域，使得若 : re 17,则相应的 y 值不可能属 
于区间 V V V \ \中的任何一个.换言之，对任何工 
均有 y < & 我们的命题得证. 

不言而喻，也可以得到，下极限的类似的新定义，并且 
新老定义之间的等价性可以以完全类似这里的方法得到证 
明- 

若想以更加具体的观点来看这个抽象体系，则在我们眼 
前打开了这样一幅图画 ：可以 用下述的基本线条来描述它，而 
不求任何形式上的严格性.变量在其某个变化过程中时而趋 
近于— 个数， 时而趋近于另一个数，时而趋近于第三个数， 
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…… * 我们称数6是已知置的部分极限，若变置在过程的越来 
越后的阶段，一而再地如此接近于数 （ （同时完全可能的是， 
在两次趋近6之间，它可以偏离数6十分远，重要的仅仅是： 
或迟或早它又要离 * 的距离任意小).若^是 f 了巧这种吸引 
中心，则显然，我们的量 j 不仅可以变到离6 fekk , 而且最 
终变得一直如此靠近于 h 这样我们就有 ] im y =匕一般说 
來，无论我们注视变量^变化过程多么久，它都像不减幅的 
摆一样在已知的范围内上来回不断地振动，这样的量^就不 
趋于什么极限，而这个范围的界限（其中可能会遇到一 oo 和 
十则是我们所说的这个量的上极限和下极限. 

， 元在教的权限.我们下面还要研究几个与多元函数 
有关的不太复杂的极限理论的问题.这里为叙述简便起见，我 
们将只谈及-个自变量的函数.这里所述的一切，作一些相 
应的明显的会春后，就可适用于任意多个变量的函数. 

自变量^与^的每一对值我们都用坐标平面 Or , 30 上的 
点来表示，并且今后为简便计我们将把參(心 ㈠ 理解为这些 
变量的 一对值 i = y = b . 点 ( a ,6) 的_域我们将理解为平 
面 U ，_ y ) $的任何包含此点在内的邻域，这个邻域可以是圆、 
矩形或更复杂的形式.术语“点 ( a ， A ) 的邻域”我们认为，当 
«或者或者两个字母一起都是符号 + m 或一 oo 时都是有意 
义的. 因为若 a 是数，而6是符号十 c > o , 则点 O 的邻域是 
任何形如 《<：*： </?， y >7 (其中 《<(!< 〆 ， 而 / 是任意 
的）的区域（图 8). 若 a 是一 co , 而6仍然是 + m 的话，则 
(心 6 )的邻域则是任何形如 y >^ (其屮戶是任意的 


①具有下述性质的平而点集我们称之为平曲邻域：若点属于此 
集合，则可以找到以此点为中心的一个圆，整个地属于这个集合. 
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数） 的区域（图 9). 以此类推. 



图8 图9 

我们说函数$ = 当 r — a , y — b 时以数(或符 

号 V 为其极限，即是指对于数(或 符号允 的任何邻域 V 都可 
以找到点的这样的邻域【八对任何6 U (( x ， j ) 
^ («，6))我们都有 z 6 V . 把此事实记成如下 形式： 

lim ^ = c 或者 £ — tr . (4) 

工 —a 

在此定义下， > 对一元函数所建立 S 整个极限理论可以很 
容易地、自然地移植到二维的情形.特别是，部分极限、上 
极限和下极限的概念的定义和性质都能保持， Cauchy 准则及 
其证明也同样有效. 

至于其论诬，则同一维的情形完全类似.唯一的区别在 
于：我们现在要闱到二维的辅助定理，如二维的收缩邻域系 
定理，二维的 HdneBorel 引理等等.所有这些辅助定理的钲 
明如同一维情形一样地简单，方法也都一样.因此我们不必 
在此对其多加解释. 

必须把科— 

lim (lim z ) 及 Um(lim z ) 


⑸ 
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与二重极限 (4) 严格 K 分开来.这里我们有两个逐次的一维 
的极限过程而不是一个二维极限，与平面037上的点 
的邻域有关的几何图形则完全不见了.因为要想得到 
lnn ( Hm ^) 我们需先给 J 以任何常数值从而使变量=成为变 
SlrS 二元函数，再求其当:时的极限.这个极限可以对 
J 的某& 南定的值存在，而对1的另一些值则不存在.如果对 
点（或符号 ） 6的某个邻域 V 内的所有的: V 值都存在，则在此 
邻域内 &/( U ) 将是单变量 J 的函数，因而我们就可以求 

其当时的极限.最后，若这个极限存在，则它就是 
limClim z ), 

可能有这样的 情形： 两个逐次极限 (5) 都存在，但同时 
二重极限〔4)却不存在.例如我们来研究函数 

一 / + / 

在坐标原点附近的情形（这个函数在坐标原点本身无定义，注 
意不论在二重极限的定义里，还是在逐次极限的定义里量 
fia ， h ) 都完全不出现，函数在此不取任 何值； 如果愿意的话， 
当 : r = y = 0时可以让函数。取任何值).当固定: r 乒0时 
iim z = 0, 而当固定 y / 0时 lim z = 0 ,因而有 
limtlim z ) = limdim 2 ) = 0. 

JT—O ) 一 ] j—^0 

另一方面，点 (0,0) 的任何邻域都既包含有 : r = 0, 3/乒0的 
点，也包含有如乒0这样的点.由于第一种情形下2 = 
0,而在第二种情形下 z = 〗，所以这两个数0和1将都是函数 
=当 1 — 0, 0时的部分极限.存在至少两个不同的部分 

极限就意味着 Um =不存在. 

X—'0 

y -*-0 

可能有相反的 情形： 二重极限 U ) 存在，同时两个逐次 
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极限 (5) 却一个也不存在*研究函数 


(x 2 4- y)sin 


xy 


若巧尹0! 


U， 若: = 0 

在坐标原点附近的情形.因为对圆 p + y < P 的所有点都 
有 M < A 所以 


lim x — 0 ； 

”。 

另一方面，当0时固定^ # 0 ( 也同样可固定: v 古0而令 
X- 0) 从而函数 q 都不趋近于任何极限，也即是 

说，极限 (j 尹 0) 与 Jim^ 0) 都不存在，当然，逐 

次极限 (5) 中的任何一个^存在性就无从谈起. 

但是，应当指出，若(4〉和 (5) 这3个极限都存在时，它 
们应当是完全一致的.实际上，例如令 


lim(Um (6) 

设7是数（或符号>的¥^—个邻域且?7是点(〜幻的任何 
—个邻域.由 （6) 则存在着数(或符号) a 的这样一个邻域 A ， 
使得对任何 T e A， 都有 


iim z ^ V t 

y—^6 

这个邻域/I是 Or 轴的某个区间，很明显，我们可以 在此區 
间上选取如此靠近 a 的点心，使得点 Cr。，W 属于邻域 t； (图 
10). 固定此心，由 a G A 我们得到 
c x — lim z V ； 

0 y—h 

但由极限概念的定义这就 表明： 对数（或符号）％的任何邻 
域都可以找出数（或符号） A 的这样的邻域万使得当 
尤=心以及对任何氏。，部有但很显然，这是不 
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1 



图10 

妨碍我们把邻域俨选得这样小，以致 Per (因为 
v )， 另一方面，因为点 e f /, 所以我们可以选取如此 
靠近6的数 使得点 Uu 。） 也属于邻域 r (图 10). 

由于 weBq ， 此时在点 Cr 。，％)， zev - d 现在注意 
到由于 U 是点 0 的 f 寧邻域以及 V 是数 ( 或符号 k 的年 
亭邻域，则我们找到了 idy。） 6 tA 使得2 6 K . 这件秦 
4 明了 r 是量 Z 当 : r — oo — 6时的部分极限.如同我们所设 
的那样，若 Umz 存在的话，则它是唯一的部分极限，因而应 


当等于^此即所要证明的. 
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第三讲 
函 数 


谓函数？ ~ —函数的定义域.-^~连续性.^一有界函 

数.- 连续函数的基本性质.一初等函数的连续 

性. ——函数在一点的振椹.一间 断点. 一 单调函 
数》—■有界变差函数. 

付砑甚教？我们在第一讲一开头就一些问题所提到的 
函数关系概念的定义，是在艰苦的斗争中产生并最后取得胜 
利的.这个斗争的反复直到现在还远远没有结束’还有其痕 
迹，尽管看起来我们所得的定义的科学的现实性谁也不再怀 
疑 了 0 . 这场斗争的基本口号，过去是现在仍然是，打倒所谓 
解析工具的霸权，这种工具的霸权从世纪起就笼罩在函数 
关系的概念上.这种霸权，即把解析表达式从方便的研究工 
具变成为对函数思想的主宰者，并把自身的规律性强加于函 
数概念.仅只在数学科学自身的范围内才多多少少打破了这 

①如 果不算直觉主义学派的话.然而他们关于函数依輳性的概 
念绝不意味着回归到老的楢念. 
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种霸权，而在应用科学以及在教学中（甚至在高等工科院校 
里）它仍然在相当程度上保持其影响，几乎每一个工程师，都 
形式地看待函数关系的科学定义（尽管这定义中一个字都没 
有提到解析表达式），而把函数首先看作是一个公式，看作一 
个解析表达式，而照例不会去思考解析表迖式以外的函数关 
系.这是他们同数学家之间的本质区别.数学家习惯于认真 
理解其概念的定义，因而在他们眼里“函数”这个字始终被 
认为是两个集合之间的一个对应，其定义就是讲的这种对应， 
怎样也不会把它同什么样的解析工具相联系.您们会理解，正 
是基于这种情况，我们将在函数关系的意义上多停留 一下并 
且讨论与之相关的几个概念和表示方法. 

也许，最好是放弃引人完整的系统的分析（我们也没有 
时间去做），而直接来讲一些来自对函数关系的理解中的典型 
的尖锐冲突更好一些.冲突的一方是数学家，另一方则是固 
有传统培养出来的人，这类冲突，我们这些综合大学的教授 
们每年都要在一年级的大学生那里遇到.这些学生从焙养他 
们的屮学里带来了几百年来的传统和习惯. 

现在我们来讨论一个函数的解析表示，这函数的几何表 
示我们已在图11中给出.对照看一下这个简单的图形，我们 
就会相信：设想一个现实的量^按照所指明的规律变化，这 
个想法屮并不包含任何不能 
容许的布西.对此结论，也许 
工程师或者物理学家甚至比 
数学家更加深信不疑. 

但对提出的问题-解 

析地表示出已知函数——数 
学家马上会写出按他的观点 图 u 
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唯一的可以接受的 解答: 



0 ), 
<JT < 0). 


( 1 ) 


这里马上就产生了冲突.工程师（为简便起见我们以此 
称那些旧传统的代衷，希望在座的工程师同志们不要介意)会 
立刻抗议说数学家“写出的不是一个，而是两个函数”.但数 
学家回答道： 1) “写出函数”一般来说是不可能的，能写出 
的只是解析表达式； 2) 他，数学家，实际上是写出了两个解 
析表迖式，而准确地指明对未知置 r 的哪些值该釆用哪一个 
表迖式来计算相应的 y 值; 3) 根据已采用的函数笑系的定义， 
给出了 (1) 式恰好是定义了^|函数，因力根据此式对1的 
每一个值都只对应量 y 的一 Yk ; 4) 最后，解析表达式 （1) 
确切地表示了图11中几何上给出的函数关系，因而可以说已 
完全回应了所提出的任务.数学家还可以补充说（但从教学 
的考虑他不会这样做）：如果一定要强求的话，他也可以只用 
—个公式来表示图11中的 函数： 


: v = 1 — 1 工 1. <2> 

它对任何； T 都适用.其所以不这样做仅仅是因为表达式 (1) 
实际上比表达式 (2) 更力方便，同时从原则上说这两种表汞方 
法在他看来是完全等同的.他还可以走得更远，并且坚持按 
照函数关系的定义，诸如下面的式子 

>， 当2<0， 

当工= 0, 

1+义，当： r > 0 

也是给定一个唯一的函数的同样有价值的方法（图 12). 

我们不知道 T 对此一均这位工程师会如何抗议，但从我 



函 数 

个人的经验看来，我们做出 一个 
预测：即令他不提出任何抗议， 

他也会不满意地走开，多年形成 
的习惯当然不可能通过一个简 
单的讨论而得以消除. 

另外一次数学家谈到所谓 
Dirichlet 国数的定义 t 

二！ U 若 i 为有理数时， 

若; r 为无理数时. 

工程师会困惑地 发问： “这是一个什么样的函数？既不能用一 
个公式来写出它，也不能从几何上画出 来!” 对此，数学家回 
答： 1) 在函数关系的定义中没有任何一个字谈到函数的解析 
表示以及几何图示，因而给出一个函数关系并不取决于给定 
这个关系是用解析法或是用几何图形给 出的； 2 ) 所述的 
Dirichlet 函数的定义对每一个 I 的值都对应唯一的^值因而 
是无可争议的完满的 定义； 3) 最后， Dirichlet 函数的几何表 
示实际上是困难的，而同时用一个公式来表示它却是十分简 
单的 i 为此只要用 /( i ) 表示它就行了. 

工程师开始时还平静地听着，接着便引发了不可避免的 
愤怒，于是发生了如下的 对话： 

工程师：——难道这也是——公式？ 

数学家；——您把什么叫做公式呢？ 

工程师：- 败， 像解析表达式 : y = x 2 — 或者= 

sim ， 但 _y = / Or ) 是什么样的公式？ 

数 学家： ——很好.这就是说，按您的说法，记号 j = 
ski 对于被称为正弦的已知函数是解析表达式，而记号 
/( x ) 对于 Dirichlet 函数而言不也是一种解析表达 式吗？ 如 
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此不同地对待符号 sin 和 /( )，是什么样的原则区别让您这 
样做呢？ 

工程师：——但每一个有头脑的人都知道公式 
表示什么，而表达式 y = / U ) 对于您称之为 DiricWet 函数 
来讲，完全是您想象出来的，并且几乎谁也不知道它表示什 
么 ■ 


数学家：——这里看来我们同你们有过 约定： 你们所指 
的区别（我并不否认有些区别），正如你们已经了解的那样， 
并不是原则性的，而只具有历史的特性.因为当最初用 sim 
来表示函数的时候，对此函数还没有任何通用的记号，那时 
对于画数 j=sin a ： 正知现在对于 Dirichlet 函数:^ = — 

样； 你难道可以说那时函 = 是无法作出解析表达式 

的，而后乘特别是当引进了所建议的记号并得以通用之后，这 
函数又是可以解析表达的了？而如果我今天建议用 J 
来表示 DiHchlet 函数，过些年后又为整个科学界所接受的 
话，那时难道你会这 样说： 它是一个用解析法表达的公式，而 
Dirichlet 函数本身是可以解析表示的？你们当然明白：这种对 
解析表示的理解只是一种吹毛求疵的态度，而不具有任何一 
点数学价值；如果抛弃这种理解，你们就不会不明白：符号 
/ O 和符号 sin —样，原则上是有同样价值的，在这种程度 
上，也就是在这种意义上 Dirichlet 函数也可以解析表示，和 
正弦和余弦函数一样；对于这个或那个函数是否可以解析表 
示的讨论，一般说来，在任何情况下都应当被认为是毫无意 
义的，因为我们可以用任何符号来表示这个函数，并且有充 
分的理由认为这个表示就是它的解析表示. 最后， 我可以告 
诉您们， Dirichlet 函数也可以用您们熟悉的符号表示出来，但 
我们几乎从来也不使用这个表达式，因为它极其复杂，并且 
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没有给出认识此函数的任何性质的可能.而我们已经给出的 
非公式化的定义则一目了然地指明了它的所有这些性质+我 
们一般并不迷信解析表达式.我们只在当它们能帮助我们研 
究已知函数关系时才乐意使用它们.而当没有它们研究也能 
照样进行时，如同这里我们刚刚研究过的情形一样，则我们 
将毫不可惜地抛弃它们，好像一件没有用的工具一样. 

最后，我们应当认为讨论到此结束了，因为我们看不到 
我们的工程师会怎样抗议；另一方面我们的数学家已如此清 
晰地描述了现代数学科学关于函数与其解析表达式之间的关 
系，对于您们，结论是如此明显再不 W 要任何说明了. 

洛款的定叉成.只么…个与前面紧密相关的问题还要 
稍微说一下.要使我们能认为函数^ =八1)是给定的，毫无 
例外地对量： r 的所有值都能确定出^的值并不总是必要的. 
常常是只有: t 的所有值的集合中的这一段或那一段才是多 
少有些现实意义的 * 所以，在这个区间段之外来定义函数 
/ U ) 是毫无目的的，有时甚至是荒唐的.这里限制所研究的 
量1的值的集合的理由是各种各样的，有纯粹逻辑上的，也 
有更为现实的.在第一讲中我们已经多多少少地谈到过.例 
如： 我们要是定义 / U ) 为内接于半径为1的圆的正 X 边形的 
周长，则显然按这样的条件它对任何整数3有定义，且 
尽年对这种 x 有定义.此时我们说 -= / O ) 为 r 的定义于 
“3的整数的集合上的 函数. 当然，从形式上看 ，什 么也不 
妨碍我们对工的其余 的值， 以任何方式定义函数 / U ). 但若 
无必要，我们是不4去做这件事的，而不去理会函数 / U ) 在 
上面提到的集合之外怎么也没有定义的问题,另一个例 子是： 
如果在已知的物理研究中: T 表示的是某物体的温度（摄氏温 
度），则多半可能是，对小于 一273 的 I 来定义函数 / U ) 是毫 
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无意义、毫无用处的. 

这就是说，要求每一个函数7=/(1)对量 X 的值 
都有定义是不恰当地，因为若坚持强求的话，则我彳 h 各 i 切 
实际问题中就必须以随心所欲的、人为的和完全不必要的方 
式来扩大自变量值的6然领域，而仅在这些领域内来研究已 
知函数才有意义.这就需要我们对函数关系的定义本身作必 
耍的明确化. 

我们约定这 样说： # ^ = Ax ) m 

; 函¥¥系蚤五■讲开 
一些，它马上就解决了所有的困惑并且使得我们在研究每一 
个个别的函数时，仅限于研究量:^的值的这个集合，它就是 
函数 y 的自然的“定义域' 它规定了这一项研究的目标. 

函数的定义域的选择+我们知道，可能是受纯粹数学的 
支配，也可能是受现实的，例如物理的考虑所支配+这里必 
须的只是提醒您们一个写法上的模糊之处，遗憾的是，这是 
经常要碰到的，并且是主要来_于残存的 传统： 即对函数和 
它的解析表迖式不加区别，函数的定义域时时被当作就是使 
得这样或那样的解析表达式有意义的区域.例如说 " 函数 
VI - 的定义域是区间[一 1,1]” 或者“函数 lg X 的定义域 

是半直线 ^>0”. 当然，这里实际上说的并不是某一个函数 
的定义域，而是所给的解析表达式有意义的区域.这样一来， 
很可能会有这样的情形（数学上宥大量的这类例子）：我们有 
—个定义于区间 [0,2] 上，并且我们实际上对它在整个区间 
上都有兴趣的函数 j = / Or )， 而当 0€： r < l 时， 
y — -Vl — x 2 } 





函 


数 


57 


从中我们无论怎样也不能作出结论，即区间 [1,2] 在已知函 
数的定义域之外因而我们不应对它感兴趣.恰好相反，我们 
将在区间 [1,2] 上去寻找此函数的另外的解析表达式（当然 


要根据它的定义)+而如果我们找不到的话，则在这个区间上 
研究它，我们就要用另外的，非解析的表示法了. 

每一个函数的定义域的选定都要么根据纯粹数学的理 
由，要么根据现实的原因.但在任何情况下这些理由都应来 
自事情的本质，而不应按照某个特定的解析工具的纯粹形式 
的特性去寻找. 

連续性.着手研究函数关系时，我们当然必须首先要 
借助于合理的分类把某种秩序带人我们面前的多彩的世界. 
第一个分类和安排的原則通常是〈也是有充分理由的）把所 
宥的圍数划分为寧 f 印和序聲印，并且数学分析实际上几乎 
都是关于连续函蠢岛 r 而较少有的情况才来研究最简 
-中-的间断函数.连续函数具有一系列特别的性质，而间断函 
数一般说来是不具备这些性质的；正由于这些性质，连续函 
数的研究与应用变得轻松因而研究这些性质对于分析来 
说就成为特别重要的任务了. 

我们说竽雩 3^/(4 爭 x 二。时 ( 或者说在点 w 连续， 
若 1^/Or ) 二 >( a), 或者^照极限瀹念-的 •定 W •它等备 

若对于数 /0O 的任何邻域V，都找得到 数“的 这样一个邻域 
u , 使得对任何； r e (7,都有 /(a e I也就是说，对于函数 
在点《处的连续性，首先要求极限存在，其次要求 
这个极限与函数在 x = 处所取的^要相同.不言而喻，第二 
条不能从第一条推得，如函数 

r 矣0， 

— 0 ^ 


/⑴ 


F， 当 
1， 当 


( 3 ) 
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即是一个例子. 

关于这个定义应当首先指出，应当把它理解为函数的^ 
聲的性质，即是选样一种性质，使函数在一个点可以具有]^ 
i 另一点可以不具有的性质.于是，函数 （3) 当1 = 0时间 
断（即不连续），而在另外的任何: r 值处却连续，这是一个很 
重要的情况，任何时候也不应当忘记+ 

其次，我们称竽葶夸了箏宇哼芩哂匕，幻占 毕字， 如果 
在此区间的 每一点 ik 為 kkkkii 都连续㊆ 春’这里在 
点 u 处只要求其&专$的连续性，即 )=/(«>, 而在 
点 6 处则只要求其乂字毕的连续性，4：^由类似的等式确定， 
您们自己可以写出 i 1 ‘果是 f 区间 G 彳），则当然在点 a 及 
点6处对 函数什 么也不要求)+ _顺便指出，数学家们早已采用 
了很方€的 记号： 

lim /(,t) = f(a + 0), lim J\x) — f (a — 0>, 

0 j- — 0 

借助于此.函数 / Cr ) 在点 n 处的连续性的定义可以写成十分 
简单的 式子： 


/十 0) = f(a — 0) = f ( a) t 
这个表示不会导致任何误解，只要把 /(〃 + 0),/(« 一 0) 理 
解为不是函数 / Or ) 在某些点的值，而只是函数值在量 I 的 
某个确定的变化中的极限就行了， 

有界 函教.现在我们应当来熟悉函数的另外的性质，它 
和连续性相反 f 不是局部的，而是整体的性质，即不需对自 
变量的个别值（个别点）预先定义好，即可对自变量值的任 
一 个集合整体来定义的性质. 

函数称为宇亭 f Af 丰學有界的 t 如果此函数 
在此集合上所取的所有值•都彳 i 显然，对此我 
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们可以代之以更明白的完全等价的要求：存在着这样 -个正 
数 C ， 使得对任何 : re A /， 都有 l / U > j <,-. 更详细一点，我 
们可以称函数 J 为在 M 上上（下）有界的，如果存在着这样 
的数 c ， 使得对任何 x 都有 /( r ) < f (/(：t ) > f ). 有 

界的函数很显然应当既是上有界的，也是下有界的. 

有畀性不像函数在区间上的连续性那样，即不需对此区 
间上的每一点都要满足某个给定的条件.在有界性定义中说 
到的数 r 是同整个集合 M —起选定的.在此集合的每一个个 
别的点上，只要函数在这一点上有定义的话，这样的数 r 总是 
存在的，这一点是平凡不足 道的： 例如对点7只要设 r = 
j / U ) 丨+〗即可.但在此区间上每一点处都有定义的函数却 
可能在此区间上是无界的.为确信这一点，只耍注意当 I — 


号 一 0时 tan x 无限增加，因而函数 



tan j. 

0 


(0 ^ x < y ) , 



在区间 [0， f ] 上无界. 

但是同许多整体性质一样，对函数在已知区间上的有界 
性也可以找出这样一个局部 性质： 若它在已知區间上的每一 
点处成立_则所研究的整体性质成立.我们约定称函数 y 为 
苧枣^竽亨#，如果它在点I的某个邻域 (7 上有界（注意，这 
里 A 局‘性命是由前面的整体性的定义果确定的，连续性时 
则情况恰恰相反 h 我们现在可以断言；罕 字㉟数 y =八 d 今: 

都有界.跎条知奏如奇枭 « 会 mi 
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需钷明.为证其充分性，我们假设区间 la . b -] 的每一个数1 
都含在一个邻域中，而函数 y 在其上有界，利用 Hcine - 
Bore ) 引理，我们可以找到区间 [ fl ,6] 的一个有限的开覆盖 
4 ,4* …， A ，在其中的每一个上面函数 y 有界.若在区间 A 
(J = 1，2,…， rt ) 上 jyl < C , ，令 c 是数 q …，中的最大的 * 
则 id 对任何 ze o + q 都成立，于是我们的命题得证. 

我们约定称数集 A ， 为 f 子亭，如果其中的所有数都含于 
某个区间 的话. 很显然， — /=/化）在集 M 上的有界性 
就等价于当: T 值“跑遍”集合 M (即取尽一切可能的属于此集 
合的值）时该函数所取的值的集合 W 的存界性.“集合 JV 上 
有界（:或右有界)”以及“集合 N 下有界（或左有界)”的含 
义也就不言而喻了. 

我们约定称数为集合」 V 的上^界，如果 

1) 集合 7 V 不包含大于声的数\ _ 

2) 在数 *3 的任何邻域内都可以找到属于此集合的数. 

类似地，我们称这样的数《为集合 W 的了 

1) 在集合 W 中没有比《还小 的数； _ 

2 ) 在数。的任何邻域内都可以找到属于集合 AT 的数. 

银显然，有上(下)确界的集合必是界于上(下）的 A 在分析中 
有着相当大的作用的是其逆 命题： 

定理. 任何界于上（下）的数集必有唯一的上（下〕确界. 

特别地，任何有界集都是既有上确界，也有下确界的. 

证明.我们把所有的实数依照下述原则分成 Z 和 B 两 


①译者注.集合 N 界于上（下），即指必 有一个 数1存在使」 V 中任 
何数^都适合 U ^ C ), t 称为 N 的上(下）界 ，如采 况同时有上 
下界，则称 W 为有界.注意上(下）确界是唯一的. 
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类：〃 e 尔若: r 的右边哪怕有一个属于集合 w 的点；反之， 
则工 eB . 你们自己不难证明，这个分划是一个分割.设《是 
这个分割的界点，我们来证明《是集合 iV 的上确界. 

我们首先来证明 a 的右边不会再有集合 iV 的点.实际 
上， 若有尽 e n 且 则令，=我们就得到 
从得出匕而从/?>，及 n 得出 
7 e a ， 也就是说，我们得到了矛盾， 

其次，令 (7 = O ,，4 )Oi < a < a z ) 为点 a 的任意的邻域. 
很显然 ， A €： A , a z ^ B . 由前一个关系知 cr ; 的右边有 
集合 JV 的点，而由第二个关 系则〜 的右边没有这样的点.这 
就是说这样的点在医间之内.这也即是说，数 a 具有 
上确界的两个性质，其存在性因而得证. 

这个确界是唯一的.实际上，如果集合 7 V 有两个上确界 
>3和， (!3<巧）， 则我们马上就得出矛盾：注意到■一方面集 
合 A ’ 不可能包含>/?的数（囡为/3为其上确界），而另一方 
面，它又应当包含这样的数，因为它应当包含数 〆 的任意小 
的 邻域中的数.很 显然，对下确界的情形定理的证明完全类 
似. 


直观上我们应当把已知有界集的确界着成是包含了此集 
合的所有的数的那个最小的区间的端点.很明显地，我们可 
以把上确界定义为下述的数 r 中的最小的一个：对任何 e 
#都应满足不等式、并且对下确界也可以有类似的定 


很重要的一点要看到 .. 已给的有界集合 JV 的每一个确界 


①译者注.这里的 c 通常称为上界.所以可以说上确界就是最小 
上界.对下界有类似的结论. 
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可以属于，也可以不属于此集合.例如：闭 K 间就包含自己 
的确界，而开区间则不包含，形如 | 的数集（其中《是自然 

数）就包含其上确界（数1)，但不包含其下确界（数 0) + 
如果函数3^ = / U ) 在集合 M 上有界，则如我们已经指 
出过的，它在此集合上所取的值的集合#有界，因而据已证 
明了的定理，应有上确界和下确界.集合 W 的这些确界我们 

称之力-譽^辛亭 f 也即是说 ，年辨钟率 

合上葙 A 岛函蠢么左其上»’ 二的上 确界与唯二晶卡4鼻. 4 

… i 盛#奏+晶#二+釦％侖 Ae 釦®蠢合 A + A / ife 时 

它是固数在此集合上的最大值或最小值，但也坷能有这样的 
情形： 这个或那个确界完全不属于函数在已知集合上的值的 
集合.此时函数在此集合上一般没有最大（或最小）值.例 
如：函数 


很显然在 S 间[0，1]上有确界0和 1. 下确界是该函数的值 
(最小直 ）（ 当 = 0 及1= 1 时）， 上确界 一一 数1却不是盈 
数的值.函数在区间[0，1]上没有最大 值®. 


①译者注■如果 N 不是界于上（下）的，通常我们说 W 以 + M 
C — 印）为上（下）确界，其实这时关于确界的两个性质仍成立： 

1) ~中没有比+ 更大（小）的数 i 实际上，数当然不会大 

C 小）于 + 00( — OO) f 

2) +»(—⑴）的邻域即比某数 M 更火(小）的数的集合.所以在 
任何邻域中都有 W 中的数，就意味着对任意 M 都有 N 使1 > M 
U<M> f 但这就是说 JV 是上(下）方无界的，有时我们也说在这种情 
况下， W 的上(下）界是十 m (— =o), 但要注意， 下曲的 连续函数有界 
性定理(定理 1) 中的上（下）界都是指的有限数. 
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連鎂痴教的龙本扭质. 现在我们来建立连续函数的4 
个极为重要的性质. 

引理.如果垚数 ： y = / U ) 在点 a 处连续并且若 
/(a) < A, 则存在着点 a 的这样的一个邻域 C7, 使得对任何 : r 
6 U , 都有 / U ) < b . 

这差不多是函数在一点的连续性的定义本身的一个不足 
道的推论.实际上，如果如此选择数《和 A 使得 a</(«) 
<!3< b t 则由定义，数 a 有某邻域使其中的任何1都有 
«</⑴ <彳< 

即为所求. 

不言而喻，引理的表述中以>号代替<号，引理仍然成 
立. 

定理在闭区间 [CJ 上连续的兩教 y =/(：?：) 必在 

此区间上有界. 

证明时注意到在区间幻上连续的函数_>，在此区间的 
每一点处连续.令 A 是区间[>，6]上的任一点，由连续性的定 
义本身，存在着数 A 的这样的邻域V，使得对任何 I e C/, 都 
有 

/W - 1 < /Or) < /(A) + 1 ， 

但这就 表明： 函数 /(d 在邻域;7上有界 （其所 有值均包含于 
某个区间内这就表明它卒亭 A 半有界（因为在一点处的有 
界性我们已经定义为在此某+邻域上的有界性 >,在闭区 
间 la . h -] 的 f 壬何一点都有界的函数正如我们上面所看到 
的那样，应当是在整个区间上有界的. 

定理 2. 在闭区间|>，&]上连续的函数: y 二 /Or) 在区 
间上有最大值和最小值. 

证明 • 根据定理1,函数 y 在区间上有界，这 
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就意味着在其上有下确界 a 和上确界 /?. 只需证明这些确界 
也是函数 y 的值就行了.作为例子，我们证明上 确界涔 

如果不是函数^在区间幻上的值，则这就表明对 
此区间的所有的 r 有 /U ) <良设兄是介于 / OO 与卢之间 
的任意一个数，因而存根据我们的引理，应 
有包含点/的邻域 G , 对于任何/ e u ., 应布 /( y )< 見. 
对 K 间[心幻上的所有的点/作出的邻域组「人覆盖了此区 
问，因而依据定理，其中有有限个开邻域匕^ 
U .'., … JJ .? 也覆盖 了区间 但对区间[\的任意的数 
/都有/(/)<&，以 P 来表示数化&中的最大 
的一个，则我们看到，对任何1 e [〜幻都有 
iu) <n 

因此0不可能是函数 / oo 在区间!>彳]上的上确界.所得之 
矛盾也即证明 r 定理， 

前面(参看 （4)) 我们看到过在已知闭 g 间上没有最大值 
的有界函数的例子 T 现在我们知道，送只对间断函数才可能. 
实际上，函数 <4)在1 = i 处间断. 

重要的是述要 强调： 定理2仅对闭 g 间的情形成立.因 
为甚至最简单的函数如 y 1及 ： y = f ,在开区间上就没有 
最大值和最小值. 

定理 3. 若函数 / U ) 在闭区间 [ a ， 幻上连续，且若 
f ( a ) <^< f ( by 或者/(幻> 户>/(6)，則在区间 [ a ，&] 上 
可以找到至少一个数 r , 使得 f ( c ) = ju , 

简单地说，连续函数在其任何两个值之间应当是必须经 
过所葙的中间值.当然，一般说来，间断函数不具有这个性 
质 . tn Dirichlot 函数在任何区间上都取值0和1，但任何地方 
也不会取0, 1之间的任何一个中 间值. 对函数 U ) 我们有 
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/( 士 ) =舍，/( I )= 

但对区间 ( ja ) 上的任何 a Ax ) 都不取中间值十. 

定理3的证明.首先设# = 0，/心）<0,/(6)>0，要 
求证明/&>在区间1>,幻的某个内点处变为零、我们假设不 
是这样，则我们把区间 CaM 两等分.很显然，在其中的一 
半上函数/( X )在其端点处有不同的符号，于是我们将这一半 
再等分，又选取同样的一半，使得 / D 在其端点处取不同的 
符号，……这样一来，我们就得到一个收缩的区间套.设 a 为 
其公共点，依照假设 /(< o 妾 0,但若 /( a ) > 0,则依本节开 
始处的引理就有，点 a 的某个邻域 C / 中的所有的; r 都有 
/(^) > 0. 这是不可能的，因为?7包含了上述的收缩匳间套 
中的无限多个区间，而在其每一个区间的端点处 / U ) 都取不 
同的符号.同样的方法可以证明/(«)<0也是不可能的.所 
得到的矛盾也就证明了我们的命题. 

最后， 若以0, 则我们只要对函数 / U ) — P 应用我们 
刚刚得到的结果，就可证明定理3成立 .® 

在描述连续函数的第四个性质之前，我们需要引 人一个 
对研究这类函数有着极为重要价值的新概念.你们当然记得， 
连续性是函数的局部性质.尽管我们说“在已知区间上连续 
的函数”，这个情况一点也没有改变.因为在区间上的连续性 
就只意味着在区间上的每一点处的连续性，而决不多意味任 
何东西，因而不会在任何程度上改变此概念的局部性质.但 


© 译者注 . 这个定理时常表述如 下：设 Mm 个别是八 ;0 在 [>. 
^0 上的最大和最小值 * 则对任 一 个 m <1 pt <Z W, 一定能找到 ^ 使 

/⑴=芦 
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是，可以用另外的方式表述函数在已知区间上连绫这个想法， 
而且使之具有莩乎巧特征.即不是直接地从某些局部性质出 
发，而是在整侖上插述函数的特征. 

我们约定 f 孕 f y = 

如果它具 WTd 性质： 

会另外一个选样的正数& kk-kkk \aJi •上‘任意 

蠱心蠢二 •和 、，鈾着•… •••_•• 

*_•■ * * * * * 

!/(^ i ) — /( A ) 丨 < e . ① 

你们看得出来，这个定义不是对任何个别点的，而是力 
求描述函数在整个 E 间[〜幻之上的特征的.也就是说，在 
彼此充分接近的两点处，其函数值也应该是可以任意接近的. 
要明白为什么这类连续性被称为是“一 致的' 其所有的独特 
之处正在于；这里要求的是对已知区间上任何位置上函数性 
质上的某种一致性，点 A 和^可以选自区间 taM 上的无 
论什么地方，只耍它们彼此之间的距离小于数& 

完全明白的是，在区间 iaj ^ 上一致连续的函数，必然 
在此因 间的每一点处连续（从而在整个 E 间上连续)，因为由 
一致连续性，从 f^-^j <6可以推出 \/ U ) ~ 

即对数 /(a) 的任何邻域 K:(/U) - £, f ( a ) +£) ，都可以找 
到数《的这样的邻域1 (a — 卞⑴，使得当; r e /7就能 

推得 /(x) e K 而这即表明函数 /U ) 当^ «时连续.特 

别重要的是：逆命题也成立.即从函数 y 在（闭）医间 [>A] 
上的任何〜点的连续性可推得其在此医间上的—致连续性 


①译 者注. 即对任意 f >0 必可找到正数 匕使当 丨心一心丨<在 
时 |/^ i ) -/(^>| < s . 及只取决于 i 而适用于区间|>4]上任意两 
点只要~工 2 | <。，因此是不依赖于&的. 
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也就是说，一致连续性的需求并没有把连续函数的类缩小 
(只要谈到的是闭区 间〉. 

定理 4. 在闭区间[〜幻上的每一点处都连续的過数 
y — /(^r) 在此区间上一致连续. 

对于开区间定理不成立. 例如： 函数 y = 很显然 

地在开区间 （0,D 上的每一点处都连续，但在此区间上不一 
致连续.因为无论5>0如何小，总可以（在靠近零处）找到 
彼此距离小于 J 的两个点，但在其上函数值的差却大于 1. 

定理4的证明.设函数 j 在区间 上的每一点处 
都连续，则对此区间的任何一点: r 都可以找到这样的数 
> 0 ,使得若及属于区间+ (?, ) 时则有 
|/(^) - f <^) \ < £. 

这是因为 

j /(■!、）一 /( A ) [/(„ r t ) — /(^) i + !， 

当心充分小时，可以使 

— fix) \ < 丨 /O) — /(.fv) ] < ^ » 

所以有 \/M - /(^)S < e . 我们以 A * 来崁示区问 u — 
\lx - 很显然，所有的区间4的全体覆盖了区间 

因此依照 Hcir ^ Borel 引理就存在着初限多个区间厶 
的组 M 也覆盖了区间 [« /]. 设& 是区间组 M 中的最小一个 
的长度，并设及 a 为区间[>,幻上彼此距离小于的 

两个任意点.可以断言 Mix ,) — /(々）丨<£ (即定理4所要 
证明的）.实际上，点巧属于区间组 M 的某个 K 间— 

★Id +含心），但此时距 A 不超过的点 巧属于 
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区间 U — 64 + 久） ，其中当然也包含 a . 按照数 t 的定 
义，由此我们确实就得到了 |/ u ,) < e . 

初著&致的連鈇性.你们当然 知道： 任意多个连续函 
数的代数和和积也是连续函数，两个连续函数的商在分母不 
为零的每个区间上连续.所有这些命题不仅在局部上，而且 
在整体上都是正确的.即我们谈的连续性是在一点连续也好 
或是在区间上连续也好，或者最终是谀的一致连续性也好，这 
些命题都是正确的 .® 所有这些命题的证明可以在任何分析 
教程里找到，它们并没有什么原则性的意义，这里我们不去 
重复它们. 

相当有意义的问题是关于所谓被称为初等函数的连续性 
问题.这是不大的一类函数，初等数学就是对它们进行讨论， 
并且在高等数学中仍然完全保留了其引导的作用.这里首先 
是所有的这类函数，其函数值是通过自变量值利用六种基本 
的代数运算而得到的，其次是不多的几个超越 函数： 三角函 
数（正函数和反函数>，指数函数和对数函数，最后，其中也 
包括上面列举的种种函数的有限组合，如^<1 - xsin d 或 
者 cos 2’ 等. 

一初初等函数基本上都是连续的，只是其中有几个在某 
些点处出现间断 （丄当 ^=-0 时， tan:r 当: r = +等等③).但 


① 译者注.在讨论商的一致连续性时，碍要假定是在闭区间上讨 
论-例如 / U ) =文在 (0,1) 上一致连续，但1//(工）= I 々在(0，1)上 
不一致连续. 

② 注意 * 函数士和 t an ^ 在其整个定义域上连续.所谈到的这 

些函数的间断点处，这些函数没有定义.关于这些间断点请参看 P . 74 
关于间断点的一节. 
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并不是对所有这些初等函数证明这一点都是很轻松的.通常 
在分析教程中对此都没有完整她考查，然而这又是有重要价 
值的，所以我们必须就此做出几点注释. 

筲先很容易建立所有的多项式在自变量的任意值处的连 
续性.实际上，因为对任何多项式 pg ) 以及任何数^差 
r<：o - P(a) 代数上都可以被差 1 一“ 整除而不带余项 
(, Bczoiit 定理），所以 

F(j：) ― P(a) — {：.(- — u)Q (工 -) ， 

K ； 中是多项式，因为多项式 QU ) 很显然是在点 a 处心 
界的，由此得当 J — ^时， — ru ), 即多项式尸 u ) 在 
点^处连续.其次，从多项式的连续性釭接推得任何有理分 

式在任何区间上的连续性，只要在其中的点上 
不变 : 为零. 

对三角函数问题的解决也是很简笮的.公式 



以及由此推得的不等式 

|sin jr — sin t/| < 2 jsin ^ ~ - f < 2 | \ = U — a [. 

Z I Z I 

就表明当 i — « 时 sin：r — 即正弦是连续函数.完全类 
似地可建立余弦的连续性.由此得出函数 

sin X 

y — tan a: ~ •—一 •- 
cos jr 

在所有的 c OS r # 0的 I 值处连续，即对形如 ^^( 2 Jk - hl)j 
的: r 值连续的（其中6为任意整数). 

指数函数 〆 的连续性的证明要复杂一些.为确定起见， 
我们假设《>1,因而函数 : y 是增函数.我们先来证明舀 

a -— 0时 〆 ^ a ° = L 为确定起见 T 再设 _ r — +0,即只对正 
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值: r 研究当 : r 4—0 时的情形可以完全类似地解决.当 
^ > 0时 〆 > 1，且要证0时通数 〆1，只需证明对 
于无论怎样小的€ > Or 当 ：r > 0充分小时V < 1 + ^但对 
任意的自然数 〃有 

(1 + = 1 + > 加， 

由此得，当《 — + m 时， （1 + e)" ->+ 这就表明对于充 
分大的《， 

(1 + ey>a 9 <\ + e. 

而因^为增函数，则对所有的充分小的正的1有 
1 < ^ < 1 + €, 

即实际上有当 ^ — 0 时〆接下来的证明就简单了.关系 

式 

a 1 — a a ~ a°Ca x ^ 9 — 1 ) 

表明，当: T —a 时函数〆有极限/，即函数对任何^值连续. 

无理函数、对数函数和反三角函数的连续性问题现在可 
以用反函数的连续性的一般理论加以解决： 印手 函数: y = 

/^)苧导哼!>-幻冬孕爭 f 巧早旱學即’ mkkkk ^ c ^= 

k •中■“•/&)，>: W 实际 
上，为* 居’间 任矗二点.需要证明 
lim ^) — 

先设 y — 7 — 0,即 J 从下方趋近于 7. 因为同函数 /&) — 
样，反函数 9^) 也是增函数，所以在任何情况下 

都存在.我们以 C 来表示这个 极限并 ^且来证明 r = 90 、 • 

因为函数 /CO 连续且当 y / _ 0时 <pW "^，则当 
0时 y = /OO0〕—/G)， 由此得/00 = 7.但这 
可以直接得到： c = ?C/(c)〕 = #y) T 即 
Hm ^iyy = ffi7) t 



而因为显然我们同样容易证明 

lim -- 炉 (7) ， 

则有 

lini tpiy ) = 抑、， 

即为所要证明的. ” 

要想不进行特别的研究而有可能去断言如 
之类的复合初等函数的连续性，还需要如下的“关于函数的 
函数的连续性的定理”： 

如果 ：V = / O ) 当 a S 时是连续函致，而 z = < f < y ) 

当时是连续函数，其争《 和 〆 是函数 /( W 在区间 
[ l 2 , fj ] 上的相应的最小值与最大值*则函数 S = </(工)〕在区 
间!>，«上连续* 

证明 * 设 c 是区间 [ ta ，6]上的任一点， /( c ) = If f q < 7 ) 

= K / a *)〕= r ， 令 w 是点 r 的任何一个邻域，根据函数 ¥> o ) 
的连续性存在着点/的这样一个邻域使得当 y e V 时有 
e w . 最后由于函数 / u ) 的连续性存在着点^的这样 
—个邻域 c /， 使得当时我们就有 / u)e R 而这即表 
明 K / ot)〕e w , 因为疋是点（ = /〔 〆 £)〕的任意的一个邻 
域，则由此得出 


即函数/«^)〕在 1 i 间 0,6] 上的任意点^处的连续性得证. 

基教在 一 点处的振懾导入函数在已知闭区间上及已知 
点上的振痕概念后，我们将得到研究间断函数的一个最为方 
便的方法.设有在闭区间0，幻上可能除有限多个点外都有定 
义的任意函数 / G ). 若它在此 E 间上无界，则我们可以说，它 
在此区间上的振幅等于十⑺；若它有界，我们将把它在此区 
问 6 ]上的上确界 M 与下确界/«之差 M — w 称为它在 
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此区间上的振幅.在任何情况下我们都以符号来表 
示函数 / u ) 在 K 间 h 上的振幅. 

若闭区间[ V ] 是闭区间 b 的一部分（即若^ Y 

< fy d 则显然有：函数 /&) 在区间 = aV /] 上的确界 
MW 将服从不等武，因而 荷叫 (V 
〜 U 4). 所以，若我们在 E 间[〃，幻上选取任意一点/ ，并 
以闭邻域[>，>]包围它且让此邻域的端点《及 P 趋近于点^ 
则随着这种趋近而改变的叫 U 4) 忏何时 候也不会增加，而 
是要么减少，耍么是常数.而因为振幅叫 (〜/?) 是非负的，下 
宥界的、则由第一讲的引理 U 参看 P . 19), 它应该在此时趋 
于某个极限，我们表之以并称之为 rXf - 
的振幅.这就是说 . 

— litn , jS), 

此概念的引入使得能重新数在已知点处的连续性，如 
同下面所述. 

定理.要使在点 C 处有定义的函数/〈^)在该点 C 处连 
续.必须而且只 需有％ 〔>) == 0 . 

证明. 1) 设叫 = 0. 这就表明在点 ^ 的充分小的邻 
域内函数 /( c ) 的振幅会变得任意的小.而因为很显 
然地 • 对任何 : r 6【八 

\f{x) — fic) I < M — m 二 <jtyO ， /3). 

〔其中 Af 和 m 为函数 / U ) 在邻域 C 7 上的确界〉，所以不用说， 
当 r 6 t / 时 1/&) — /( c ) \ 可以任意小.但此即表明函数 
/U ) 在点 f 处连续. 


© 在该点处函数可能是没有意义的. 
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2)® 若 w > 0 ( 这里 w 是 一* 个数 ， tw =十 oo 的情 
况下面再说），则无论取点「的哪一个邻域总有 M 
一 由上、下确界的定义 ，一 是能在中找到《和戸 

使得 


/( a ) ^jn 4- » 

4 

从而 /( 卢）一 / c *> 一 — 专 > 管-但 

⑽一 /w -〔/(妁一 /0：)〕+ CAc ) - /⑷〕， 

由 rm - fw > ^2 推得，右边的两项之中至少有一个要 
> f . 这就是说，存在着区间 (a 的这样的一点 A 使得 

|/(t) — fic) 1 > y. 

4 

因为邻域17是任意的，则函数 / U ) 不可能在点 f 处连续. 

3) 若 = 这里我们首先要补充说明在一点^处 

= 的定义 ，这就是:在 包含此点的一个区间 ( a ，6)上 

/ Cr ) 无界，所以对任意大的 M ^ f ( c ) 必可在 ( a ,6〕中找到一 
点0，使 而又有另一点 a ， 使 /(«) = 这里 

于是 

/( 卢）一 / U ) - CA /3) - /( d 〕 t 〔/(O — /(“)〕 
而右边的两项均非负，因为左边不小于正数，所以右边 
至少有一项不小于 （M — .设 

I/O?) - f(c)\ = /(/3) — /(c) ^ 


①译者注.这一段译者作了较大的修改和补充. 



74 


第三讲 


这就是说在含 e 的任一区间 <心 6) 中一定能找到一点 I ( 就 
是 : c = i 3) 使 

\/(^) - /⑺ 

所以 / Cr ) 在 r 点不连续. 

若函数在某个点（在诙点上它可能没有定义，但这时仍 
然可以 定义吟 ( c ), 我们不再讨论）上有振幅大于零，则说它 
在该点间断.已知函数在其上连续的点为简便计便称之为 f 
零等， 而在其上间断的点则称为序腎亭.我们看到在连续赢 
处 0 } f (O ^ 0而在间断点处 ( O / ic ) > 0. 

问卸点+上面已经看到的情 形给了 我们一个理由来尝试 
把各种可能的间断点的全体进行某种归类+既然条件 
> 0把间断点与连续点区分开来，则我们当然期望量 
⑴ fic 、 ，即函数在已知点的振幅能成为函数在已知点处间断 
.性的一个合理的且是方 便的字 f . 如果注意到量叫 ( r ) 的定 
义的话，我们的这个期望就强了，因为叫 UJ ) 是函数 
/0 O 在区间 [ a ，/?] 上的值之间互相分离的尺度.这个量当区 
间[«，/?]向点 r 收缩时的极限我们是可以用来当作函数在任 
意靠近 c 点处的值彼此间距离的尺度的.即正是该函数这样 
一种特征的尺度：正由它决定其在点 r 处间断与否.这就是 
说，我们约定称 S 〜心>为函数八:^在^点处呼尽毕.这 
使得我们可以按照所谓“问断的程度”来比较'各_种 4 各的间 
断点，来看函数在这些点处表现如何，特别是，函数的最大 
间断性当然可能是在其无界的那些点处 C ^( c ) =+ 

与间断的尺度（或者说是函数在一点处的振幅）概念密 
切相关的是一个重要的命题.它是关于一致连续性的定理4 
< P -67) 的一个直接的推广. 
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定理 . 如果函数 /(I) 在区间 [a ，幻上的每一点处的间 
断的度量（即振幅)都不超过数 A > 0,则对无论怎么小的正 
数 £ ，都可以找到另外一个这样的正数夂使得在任何长 
度的区间上，函数 /<： r ) 的振幅都不会超过 A + e . 

可以把这类函数称为是“精确到; I 的连续函数' 特别是 
当 A =0 时我们恰好得到定理 4. 您们可以毫无困难地按照我 
们在证明定理1时所使用的方式来证明新定理.区别仅在于 
现在将以数 A + e 来代替前述的 c 

这样，你们看到了不单是局部的连续性，而且是函数在 
已知点处间断的度量有限性这一局部性质，也都有其整体的 
等价物.我们所证明的定理有着一系列的应用，特別是在积 
分学中.我们在后面各讲中有一处还要遇到它. 

对于间断点而言十分重要的还有另一种分类方法，即不 
是按照其 S 值进行 比较， 而是按照其间断的方式，我们知道， 
等式 /(« + 0) - f ( o ) -0) 可以作为函数 /( t ) 在点 

a 处连续性的判据.可能是： /(« + 0) 和 /O — 0) 都存在， 
但至少艽中之一不等于 / U )+ 这时我们称点“为函数 /(B 
的 f 了 f 间断点.也即是说，第一类间断点的特 征为： 当无 
论众告 S ，或是从左边趋近于它时函数 fU ) 的极限都存在， 
但这两个极限彼此不相等，或者它们两个相等，但却不等于 
在该点处的函数值.图13给出（这里函数在间断点的值可以 
是任意的）前一种间断点的例子，图14给出另一种图形. 

第一类间断点是最简单的一类间 断点； 研究它们相对比 
较容易》当然是归因于极限 /( a + o ) 及 / G — 0) 存在.所有其 
他的间断点称为季间断点.这就丧明在第二类间断点上 
函数至少在趋于备 土的两 个方向（右边或左边）之一不会趋 
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图13 图 u 

于任何极限.我们屡次提到过的函数^ = sin 士在1 = 0是 
这种性态的十分有教益的例子 C 图 15). 在包含0在内的任何 
区间上，函数的上确界等于+1，而下确界等干因此 
叫 (0) = 2. 我们在本讲开头研究过的 Dirichkt 函数，很显然 
地，在每一点处都有第二类间断. 



羊调 * 教，函数7 = /( H 称为在区间!>，幻上 予亨’ 
如杲当 “ < A < A < 6时，总有 /(^)< 若 / U *)< 
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f (^) 则称为增加的、或上升的、或严格增 加的； 如果条件中 
总有/&、；)> / to ：>,函数 / CO 称为往 E 间幻上 f 平! 
若八则称为下降的（或严格下降的). 

与不增函数一起构成乎，手 f 类.单调函数 A 有一系列特别 
的性质，使得在许多侖浼卡 k 为方便的研■究工具. 

首先，任何在给定的闭区-间 上中调 的函数 /( W 在 
此区间上有界（通常设区间是闭的，对开区间而言结论可能 
不 成立： 例如函数 3 /= f 在开区间( 0 ， 1 ]上是单阔的，但是 
无界 实际上，冯 a € r < 6 时 f {工、 介于 /(«> 与 / O ) 之 
间.其次，很显然地，艽在闭区间端点处的值 / GO 和/(«正 
是单调函数的确界.这些数也是函数 / Or ) 在闭区间 [〜 上 
的最大值和最小值. 

单调函数可能有间断点，从图13中我们一看就明白.何 
这神函数的间断不仅按其特征，而且按其量值来讲都是有界 
的.首先，由有界性，单调函数不可能有度置为无穷的间断. 
其次，单调函数/( I )间断的度量超过任何一个正数 r 的点的 

个数在区间[心6上不会多于 /(6) — 实际上，为痫定 

* * * * # r 

起见设/( ㈠ >/(«), 且设函数 / uo 在区间 [« 上有"个 
这样的点，在每一个选样的点上该函数间断的度量都超过 r . 
我们自左至右，以 q ， c 2 , …，&来表乐这:《个点，因而对任意 
小的 O 0 有 

/ (t'i + € ) — f{c k ^ e) >■ r (1 《旮 <«); 
如果我们选择 e 这样小（这总是可能的），使得— 

+ e <； /j 且 


O ^ j i —— ^ (1 ^ ^ ^ « —— 1 )， 

即使得邻域 ( c * — e ， Ci + O 两两之间没有公共点且整个地落 
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在区间! >4] 之中，则显然地有； 

n 

nr <^ C/Co + O — /( c * — s >〕< fdb ) — /<«>, 

**I 

于是有 

/ fib ) - / Ca > 
r 

此即所要证明的.恃别地，这也即是说单调函数只可能有有 
限多个这样的点，在这些点上它的间断的度量超过给定的正 
数.对非单调的函数而言则完全是另一回事了. Dirichlet 函数 
在每一点处的间断都等于 1. 

最后，若函数 / Or ) 在区间[〜幻上单调，则由第一讲引 
理 r (参见 P . 20), 在此区间的每一点〃上极限 /(r + 0) 和 
/(r —0) 都存在（在点 a 处只有右极限，而在点6处只有左极 
限).由此 得出： 单调函数只可能有第一类间断点. 

有界文 M 函氟. 设函数在区间1>，6]上有定义，我 
们以任意的方式将此区间分成《个部分区间，自左至右以 
々，:^…以^来表示这些分点，为有普遍性起觅令《 = : r 。 及 
6 = 4，因而有 

a — ^0 < ^ 

和 

n 

^ = XI I 

与我们对区间所 4 的分划有关.对于不同的分划，一般 
说来，此和应取不同的数值.用各种可能的方式作出上面所 
做的分划（连个数《也是可以任意改变的） t 我们就会得到无 
穷多个和 S. S 的集合的上确界 M (它当然可能等于十如）称 
为函数在区间 O , 幻 上的孛 孛学，我们将以来 
表示它.如果//(。，幻是一个 J ) <+叫，则函数 

* * ， ，♦學 
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fix ) f f f 若 RUj ) 

+ oo /^ mkkf (^) 垚 ki '4 [二 4 i ：& i 差是无限的(无界 
的）， 


有界变差函数类在分析中以及其应用中起着十分特殊的 
作用.特别地，很显 然有： 任何在区间幻上单调的函数 
都是在此区间上的有界变差函数.实际上，对单调函数 / u ) 
而言和 S 对任何分划都等于 \ fib ) - fool , 因此 
V / ia ^ b ) = \ fib ) - fM \. 

对研究有界变差函数的一般性质有着基本意义的是这样 
一个定理，由此定理，研究最一般的这种类型的函数都完全 
可化为对单调函数的研究.这个定 理是： 

(或者说成是两个永 

屮二未燊 ii 蠢， ’ m 另一个则是不增函数).由此命题，则 
关于单调函数的间断点的个数及特征的任何基本性质，都可 
以推广到所有的有界变差函数中去. 

要证明这个基本的定理，为简便起见我们约定以记号 
八“来代替卜^^),并且令 

^ CV 〔 j.)+ /G) 〕 = 尸 (^), ? 

由此得 

/(x ) 二 po ) - Nuy 

如果我们能证明函数 JV (: r ) 和为区间 [ uj ] 上的不减函 
数，则我们的定理就将得证. 

令 a <巧< jr 2 < 6，因为 

2CP(^)-PCT l )J^VU,)-VU i ) + ： fM~f^i^, 

2CA 7 (xz) — N (a ： i) — V ijr } ) — C/(:r 2 ) — /Xjt !)〕 ， 

所以为了达到目的，只需证明 
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7( a ) - ^ |/ U ,) - / U ,)[ (5) 

即可. 

令 e 为任意小的正数.依照量的定义，作负和 S 的 
上确界， 必定存在着区间 [ a ， A 〕 的这样的一个分划，使得相 
应的和5 — 5 (ti 大于 V t ^> — e ， 但和 

pSCiuO 十 j/(x 2 ) — /( 々）丨 = S(a^ z ) 

很显然地是对区间 [ a ， 的和 S 中的一个，因而它不可能超 
过这些和的上确界 VU 2 ), 也即是说，我们得到 

7( 工 ! ）一 e+ | /(a) — /(n) j <S (Wi) + j/(x 2 ) -f(xO\ 

=犯，々）<〜 3 )， 

由此得到 

V Oz) — V ( 工 1) > j/(:2) — f (^) I — 

因为 e 任意小，故由此可得 (5) 式，而我们的定理得证. 
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第四讲 
级 数 


数的收敛性与级数和 - 一 一 Cauchy 准则.—一正项级 
数.——绝对收敛和条件收敛.——无穷乘积.一一函数级 
数.一一幂级数. 


级教的吹故隹与级教的和. 今天我们要讲数学分析的 
最重要的工具之一一一无穷级数.正如你们所熟知的，在大 
量的分析问题面前，无穷级数是我们研究问题的一种完全是 
技术性的工具，是一个很有用、很方便的但在原则上则没有 
多太新东西的工具.虽然如此，这个工具仍然值得在我们这 
本简明的教程里用专门的一讲来 讲它. 这样安排的原因与其 
说是因为不仅在数学分析本身，而且在几乎所有依赖于它的 
应用科学的这些大厦屮都渗透了它的许多应用，倒不如说是 
因为在级数理论的并不太复杂的材料中，整个数学分析的典 
型的思维过程1 一系列的概念、模式甚至整个的逻辑体系都 
以特别明显、清楚的方式来自级数 理论. 如所熟知，学生们 
要是主动地、牟固地掌握了级数理论，则继续掌握分析的基 
本章 节一般 说来就不会有任何困难了. 
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+ U n + ■** ( 1 ) 

或者 

oo 

(其中所有的 h 是数，我们设为实数）的式子我们称之为 

数项无穷级数.数&称为级数的项.有限和 

* * * 

称为级数 (1) 的 

关于每一个的级数的基本问题是其 f 的问 
题.若极限 


KnuL = S 

存在，级数⑴称为是哗合&而 S 则称为它的夺.反之，则 
级数⑴称为孕聲’异 iuk 有和.当《—⑺时_，乂一 co 或 
者义 — co fefe 鈕我们形式上当然可以把它看成收敛的或 
者看成发散的，两者都行，但是通常都把它归于发散级数一 
类，所以，所谓级数的和，总是指某+数，但虽然我们是把 
具有无穷和的级数以及完全没有和的级数放在一起都称为发 
散级数，却应当 指出： 这两类级数在其基础上是毫无其同之 
处的，其所以放在一起，只是固为二者都与带有限和的级数 
相矛盾（尽管是在不同的意义下). 

数学分析的基本章节中仅仅用到收敛级数.对于第一次 
研究级数的人，对于级数和以及求和过程的最初的印象不可 
避免地是看成了和有限和完全类似的东西，这一点常常是没 
有经过推敲的，这里有一个类比即有限和又就是：级数的前 
«项的和，而则是其吁亨乎的和.现在常见的是讲课者 
本人在促进甚至直接传授镞念.并 Ji 应当承认，如果对 
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此充分地小心而不失警惕性的话，则这种概念实际上不仅可 
以促进掌握级数理论的基本内容，而且可以启发我们预见新 
的尚未认识的规律.但是一分钟也不能忘记二种危险，即在 
这种类比中走得太远并且误认为它就是证明.正如你们所知 
道的，在无穷级数和有有限和之间的类似，多多少少的只能 
限于所谓的绝对收敛级数（对它我们将在后面谈到），而对于 
所谓“条件收敛”级数，则我们把无穷级数想象为组成它的 
各项的和好像有限和一样，马上就会遇到不可克服的困难.实 
际上，要想象出“级数的的和”是困难的，只要改变 
级数各项的次序，级数的奋嶔奇能改变.最后 f 过分强烈地 
把对级数和想象为非常像有限和那样的來西，这本身就隐含 
了严重的方法论上的危险，容易阄割掉无穷级数和所特有的 
意义的具体的内容.实际上，构造级数和的过程完全不像有 
限和的过程一样，并且完全不在于（像有时所想的那样）把 
级数各项一项接一项地加下去，“加完为止”.这当然是完全 
没有希望的事：把逐次添加的级数的项加完是不可能的，因 
为它是无穷多的*而如果我们还有可能说到级数的和，则正 
是因为我们舍弃了这种毫无希望的无限多项相加的过程而代 
之以完全不同的另一种运算（极限过程 ）* 这马上使我们达到 
目的，这里给出一个用以描述无穷级数和的详细的表 述：我 
们当然像在存限和一样，从用逐次增加的方法开始，即构造 
和&等等.但我们总不打算把这个过程无限进行下去.构 
造了部分和以后，我们就注意研究部分和的性质和结构，首 
先是它们与所取的项数 n 的关系，换言之，我们研究的对象 
是零& ( 在许多情况下要想掌握这个函数关系 
的4个究和 SuA 并校此以往.研究了不多几 
个项以后，就能马上得到 函数& 的适当的解析表示.卩在 
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初等代数中所熟知的几何级数就是这个情彤).确切说来，我 
们力求 了解： 缉 《 时量&是否趋于某个极限以及若有 

极限，则极限是什么.也即是说，描述无穷级数的和要做下 
面两步工作： 1) 给出部分和&并研究其与 w 的关系； 2) 令 
〃一0而取极限.你们当然看 得出： 所有这一切都完全不像 
是“把全部的项加完”，并且一分钟也不能忘记这个差別.否 
则我们就有落人毫无根据的类比这个错误的危险. 

我们再来做出如下的注记.我们看到，关于已知级数 
(1) 的和的问题完全归结为与此级数有关的序列 


Sj, S>^ ( 2 ) 

的极限问题 * 反之，若给定完全任意的序列 （2), 令 
«1 = 5： , U £ = S 2 — Si , u 3 = S 2 ~ S 2t , 

—，… T 

则我们总能把序列 (2) 的极限问题化为级数 ( D 的和的问题. 
也即是说，从这个观点来讲级数论的问题同（关于序列的）的 
极限论的基本问题没有任何区别. 

实际上，当然地，级数理论的特点，它的问题和方法，正 
是受着这样一个特别的观念的 制约: 把序列 (2) 的项看成某个 
级数 （1) 的部分和序列.并且这个观念在思维上是十分有益的 
并且往应用方面是相当重要的，以致非构成其持别的理论体 
系不可.这个理论就是无穷级数理论. 

Cauchy fm . 考竽攀⑴咚竽 ，， f — —0. 

实际上，当/>’1 时‘二炎一 5二_， 时&和 
有同一个极限心故有心 一 0. 收敛级数的这个性质的重 
要性是因为它使得在许多情形下容易判断级数的发散性：为 
此只要证明当 《 — oo 时^不是无穷小量.但是，正如你们所 
了解的，从当 K — 还不能断定级数 (1) 收敛.例 



我们已经熟知是发散的（当十^时— 尽管其第 

«项当《〜03时是无穷小.上面说的准则只有一个方面（必 
要而非充分）当然在相当大的程度上限制了其应用的范围. 

正如我们已经看到的，关于级数的收敛性问题只不过是 
某个数值序列的极限存在性问题的一种特殊形式.因此担我 
们把我们所已经熟知的序列极限存在的 Cauchy 准则（第二 
讲第34页）转换为级数理论的语言，就能得到级数收敛性的 
必要和充分准则.要使级数 （1) 的部分和序列当《— oo 时有 
极限，正如我们所知道的那样，必须而且只须对任何 e >0 对 
任何充分大的《以及对任何0 0成立不等式 
!义彳 * — S „ | < €. 

因为乂则我们直接得到下述命题. 

i= Pf + 1 

Cauchy 准则.要使级数 （ 1 ) 收故， 必须 而且只需：对 
任何0及对充分大的《以及任意的自然数 A 成立不等式 
+ + …+ i [ < ^, (3) 

形象地说， Cauchy 准则的条件在 于：级 数的充分远的、无 
论怎样长的“一段”就绝对值而言可以变得任意的小.当然， 
如同在极限论中一样 Xancrhy 准则只解决级数和的存在性问 
题，而对和的大小则什么也没有告诉我们. 

作为基本理论研究的有效武器的 Cauchy 准则很少用于 
判断个别的、具体的级数的收敛性，这一点正如我们在第二 
讲中就极限存在的类似情况说过的那样.其原因 在于： 通常 
并不容易确定对于具体的级数而言条件 (3) 是否满足. 
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因此，正如你们所了解的，级数理论中建立了大量的另 
外的收敛准则.这些准则不具有 Cauchy 准则所有的特征（即 
同时是必要而且充分的），但是在用于个别的具体的级数时却 
有着无比巨大的方便之处.大多数这样的准则是关于正项级 
数的.一开始就研究这个最简单同时又是最重要的级数类从 
方法论上讲是方便的，然后再力求把对任意级数的研究化为 
对这类最侖单类型的级数的研究. 

A 項技教，如果级数 （1) 的所有项都是非负的，则很显 
然地，&是》的不减函数.因此，由第一讲的引理 U 就只可 
能有下述两种情彤之一出现：或者级数 （1) 收敛，或者 
= 换言之，级数 (1) 收敛或发散要看当《时量& 

是有界还是无界.对这类级数的任何收敛准则因此就珂以这 
样的 建立： 只要证明函数又在相应条件下的有界性即可. 

大多数关于正项级数的收敛性的准则是以下面的特别强 
的比较法则为基 础的： 如果两个级数 

* m m W 

十 ”.+ « n +，“ <A) 

和 

w 

A + 十… + + … ( B ) 

的所有项均非负，并且当。时有 

* + »••** 纛等暑 m * 

, ( C ) 

啰 昝竽竽苧咚寧竽可级 莩 ( 六 〕 的 收敛性（同时也就 
鏟数蔽。)的_发¥性_). 

这个基本准则的诬明很简单.我们以 &和忒 来表示级 
数 ( A ) 和级数 ( B ) 的相应的部分和.如杲级数 ( B ) 收敛，则量 
5：有界，而由条 f 牛 ( C ) 

- S„ o < 5 ：—、， 



级 


数 


87 


所以量又 + —义。）也有界.因而级数 CA ) 也收敛. 

取定了某个收敛性已知的级数作为级数 ( B ) 之后，通常 
接下来就要 证明： 在某个条件下当级数 ( A ) 的项通过条件 
( C ) 与级数 ( B ) 相关联，任何这样一种条件都能够成为级数 

( A ) 收敛的准则.例如：如果选取通常的几何级数作为级数 

( B ) 的话，则我们由此得出对于级数 ( A > 而言恰恰是最简单 
的，当然也是你们所熟知的 D'alcmbert .Cauchy 收敛推则等 
等.不单是这个准则，其他所有的准则都是在这样那样的具 
体形式下要求级数 ( A ) 的项随着《的增加而 

如达朗贝尔准则就要求比当《充分大时不大于一个比1 

小的数，这是以很明显的方^丧明 了傲〜 正足随着 w 的增加 
而以足够快的速度在减少. 

这里我们不去建立这类准则.你们在每一本分析教程屮 
都能找到它们以及它们的详尽的证明.现在不讲这个基本上 
是形式的理论，我们力求更加详细地审视关于正项级 数的# 
譽亭字的概念*这个问题，尽管各种教程都不会讲，对于4 
^际工作者来说，不但有原则的意义，而且有直接的实 
际意义.实际上，如果级数收敛得很慢，即为要得到与其-极 
限值 S 接近到一定程度的必须把很多^项加起来，即项 
数》是很大的数，则这种级数尽管有完整的理论价值，却不 
可能成为近似计算数 S 的工具，因而在实际上不可能有大的 
作用，至少没有直接的作用.顺便指出，有时会遇到相反的 
倩况： 在一定条件下，发散的级数可能是实际计算某些数值 
的很方便的工具.这种情形使得著名的法国学者 Poincare 
在研究这种现象时，有理由指出一种似是怪论的 想法： 收敛 
的级数有时是“实际上发散的”且反之，发散的级数—— 
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“实际上是收敛的' 

对任何收敛级数而言，“余项” ~ S — 乂二 
+…当 rt — m 时是无穷小量.级数的收敛速度完全地取决 
于这个无穷小的“阶”，即取决于当》 — «时它以什么样的速 
度趋近于零.通常认为，如果当《时余项^类似于几何 
级数一样地减少的话，则级数的收敛速度是好的+为此，只 
要已知级数的项〜当《充分大时不大于某个几何级数的对 
应项就足够了.实际上，由 

u u < aq R (ft ^ f 

(其中且？为常数 (0< g < 1)) 得到： 当 心时有 
r n <^ a { q s+l - j - q n ^ 2 + 

如果一个级数的余项当 a 增加时，其余项的减少 如同; t 的某 
个负的幂，即如具有像+，+等等，这样的级数收敛得慢多了. 

这类级数对实际应用起来常常会发生困难 * 这里需要指出的 
是： 如果对于充分大的 h 有小于 an~ k (其中 a > 0且备> 
1为常数，同时数々绝对不必一定是整数），则 
其中6是另一个正的常数.实际上对函数 / U ) 应用 

Lagrange 有限增置定理，当 : r > 0时我们得到 

0 + 1) 卜 1 — x*- 1 - (々一 i)or + oy-^ 

> (吾一 ( 0 < 0 < 1), 

令 n „ 一 i 并以 一 去除两边，则得到 

^ - «*-(«- 1)^-' 

、~ 1 )(^ ~ 1 ) 卜 3 、 k — 1 


所以有 



如果〜则得到 


h — 1广 +1 - 一 +] 〕， 

因而 ™ « 

r x = gu „ + ，〈^ 2 〔（《 十 f ■一 1)~* + 1 _ U +/) _ * +1 〕 

二 g — rt -*+i 

—々 _^ /l ’ 

即为我们的结论. 

现在再回到收敛准则的问题上来.我们作出如下注记. 
对任何收敛级数而言都有 A — 0 — a ); 但是，甚至対正 
项级数而言“一般项”〜的这种向零的趋近也可能不是单调 
的.从几何级数中通过调 换力和 4，^和……即可得到一 
个简单的这方面的例子，即是级数 

1 丄 1 丄 1 丄 1 丄 丄 1 丄 1 丄 

歹 + T + ? + P + … + F + P + … 

但是在绝大多数情况下，在分析及其应用中遇到的具体 
的正项级数常常具有这样的 性质： «. +1 = 1,2,…）， 

即在这些级数中随着《的增加^单调减小且 — 0 . 因此关 
于单调减少的正项级数的收敛性有一类专门的法则值得特别 
注意，尤其是具有准则特征（即必要而且充分的）及同时又 
在研究各个具体的级数时能很方便地应用的那些法则.我们 
来研究这类法则中的两个. 

定理 （ Cauchy 积分准则）.设蟲数 / U ) 为半直线 
2 <+ %上的正的、连续的、不增的函数.此时级数 

/⑴ +/⑵ H - h /(«) 十… （ A ) 

要想是收敛的，必须而且只 需：当 a — + od (^> 0) 时，积分 
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[f(u)du (B) 

有有限极限.（同样地，当然必须而且只需这个积分当 a — ^ 
时是有界的 .） 

力方便证明起见，我们从已知函数，而不是从已知级数 
出来阐述这个准则.但是，显然地，对任何单调减少的正顼 
级数 （A), 都容易建立满足我们定理要求的这样的函数 
使得这样一来，我们的定理实际上 
就是上述这种级数收敛性的判别准则. 

证明.很显然，由于函数 / U) 的单调性（不增）有 

j f(u)du ^ f(n) > j /Cw)dw, 

所以 " „ n 

| Vu ) d W > >^ +1 ^ w > dw » 

此不等式直接表明：当 》— 〜时量 i；/a) 及 f/U) 心要么 

都有界，要么都无界.此即定理所耍证明的.因为这两种情 
况下有界性等同于有限极限的存在性. 

应用这个准则于一些个别的级数，正如我们已经指出过 
的，在很多情况下是很方便的.例如设〜 厂 *(«> 0 ) .令 
" 、 /I (0^< 1 )， 

1 (1 oo). 

很 显然， 我们 得到了 …个满足我们定理所有要求的函数，但 
当 a # 1时 

|V(^)d^ = 1 + = 1 + 

由此 得出： 由积分准则，当时级数收敛，当 a < i 时级 



级 


数 


91 


数发散.最后，当《 = 1时 

广 /I d T * 

j ==1+| ^7 = l+lnj — cjo 

(当 A —+ w 时)，即调和级数忌士发散. 

再来看第二个准则. 1 

定理.若>0 («>1),则要级数(1>收敛， 
必须而且只需级数 

«1 H - + 8w^ H- **■ + 2 w ws h + *** (4) 

也收敛. 

证明.由于级数 (1) 的项单调减少则 
2 n 

(不等式中间部分和的项数是由此得 

2 2 k u z * > 2 … > 音 S 2*w^. 

这个不等式直接° 表示： 级数 1 a ) 和级数的部分和要么同 
时有界，要么同时无界，由此得定理成立. 

当〜 = «_ a o > o ) 时，级数 ( 4 ) 的一般项是严 1- '因此 

由后一定理，级数当 a > i 时收敛且当时发散. 

虼对枚鈦和备“枚政.我们现在转到带任意符兮项的 
级数.正如你们所了解的.这种一般类型的收敛级数通常一 
开始就按其性质分为实质上不同的两个 类型： 绝对收敛的级 
数和条件收敛的级数.我们称级数 a ) 是绝对收敛的，如果 
级数 • • 

丨…丨十 | w ;1 +…+丨《„丨+… (5) 

收敛》如果级数 (1) 收敛，而级数 （5) 发散 ，则我们称级数 
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(1) 争收敛. 

kk 首先应当注意：已知级数的學#收敛性的定义是某 
个导斤的级数的收敛性，因此定理 （ bk 是你们所熟知的） 

“«竿巧哆竽咛孕葶兮咚亨”就决不是平凡的了. 

* •当.然 •’ _这^^定*理 X 意'^在于从级数 （5) 的收敛性可以推 
得级数 (1) 的收敛性.其诬明通常总是基于 Cauchy 准则，因 
为对任何《 > 0»々 > 0, 

k A 

I 1^ S l W " !」 ， 

i=- 1 r = l 

因此由 Cauchy 淮则，当级数 (5) 收敛时右边部分对于充分大 
的《和任何々都可以变得任意地小，所以左边也当如此.于 
是由此再依 Cauchy 准则可推得级数 （1) 的收敛性. 

绝对收敛级数的性质，表现出与有限和有相当大的相似 
之处： 可以像有限和一样对它们进行逐项相乘 〈分 配律），以 
及进行组合（结合律）而不因此而破坏级数的收敛性，也不 
改变其和（待别地，这些性质，当然正项级数也是有，正项 
级数的收敛性总是绝对收敛).我们这里不去证明这些性质. 
这些纯粹是形式上的工作，它们的表述你们在教材中都找得 
到，而且不会对你们形成任何困难. 

我们来较为详细地考察一下条件收敛的级数.例如：设 
想著名的 Leibniz 级数 

1 一丄+丄一丄+丄一丄+ 

2卞3 4^5 6 ^ } 

— 切都很 满意： 部分和有极限，余项趋于零（而且甚至并不 
太慢），像任何收敛级数一样,但这种满意是多么的靠不 住啊！ 
问题是只要以适当地方式改变一下各项的次序，则级数将有 
另外的和，甚至完全不再收敛.这一切都是因为级数 （5) 
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(在我们的例子中这是调和级数）是发散的.当然，你们明白， 
这种求和法（其结果依赖于项的次序）决不能搬到多少有些 
像有限和的框架 中去； “条件收敛的级数”这个名称本身看来 
明显有其心理上的前提，就是希望只在有已知的约定的情况 
下才把这类级数称力是收敛级数. 

因为通过排列级数的项就可能改变条件收敛级数的和甚 
至破坏条件收敛级数的收敛性，所以在这方面任何条件收敛 
级数给了我们实际上完全无限的可能性，下述简单的然而却 
是精致的定理就指出了这一点. 

定理.如果级数 (1) 条件收敛且 a 力任意的数或符号 
土 M 中的任一个，则适当地交换这个级数的项的次序总能得 
到一个新级教收敛于仏 

为征明起见我们首先来建立一个引理，它本身也不无意 

同时其负项也构成发散的’级数 ’( r ) :羞 
其中丈为级数 (1) 中含于\屮的正项的和， 而义 则是级数 
a ) 中含 于&中 的负项的和.如果级数 （ r ) 及 a ") 都收敛，则 
Si 及 〔当 tt 一 DO 时都有极限，囡而 

s' n — o |«1 f 4- \u z \ + — + \u n ! 

也趋近于某个极限.即级数<1)是绝对收敛的.而如果级数 
( r ) 及 （ r ) 中的一个，臂如说是 ( v ) 发散，而另一个 ( r ) 收 
敛，则当 a — 的时我们得到 丈—十 oo , S ，:一 C ， 其中 f 是一 

个数.由此得& 十 + w ， 即级数 (1) 发散.这就是 
说，级数 ( o 与级数 ( r ) 必须是同时发散的. 

现在来证明定理*我们来研究两种 情况： 

1) a 是数. 为确定起见令 *>0. 这时我们将把级数 (1) 
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的项按这样次序 排列： 首先按其自然顺序（即它们在级数 
Cl ) 中出现的次序）；取出若干 正项； 此时所取出的项的和将 
是增加的，当这个和刚刚超过 a 时，我们就停下来，并称此和 
为和，然后开始接着逐项地添加级数 （1) 的负项，（仍按 
其萌序>,而此时所取的项的和将是减少的，而一当它小 
于《时，我们再把所得之和 称为爭 $和并且再次开始对它按 
顺序添加级数 ( 1 ) 的正项，……无命 i 继续这个过程，很显然， 
我们就把级数 (1) 的项排成了某种确定的次序.我们需要证 
明： 重组的级数有和 a . 但首先我们还需要阐明所述作法的一 
个细节：我们由何椐知，当我们取级数 (1) 的足够多的正项时 
能得到比 a 大的和？这里我们可以指望我们的引理的帮助：根 
据引理，由级数 (]) 的 IH 项组成的级数是发散的，因而在取足 
够多的这样的正项之后，我们可以得到任意太的和，特别是 
大于〃 的和. 由此引理，在整个构造的余下的过程中恰好可以 
相信，添加正项迟早会使得所取的项之和 超过〜 而添加负项 
则会使和小于 

以此方式证明了我们的构造的可能性之后，我们现在应 
当 证明： 新级数的部分和时而 大于〜 时而小于而无限接 
近于这个数.从我们的构造过程中，很显然地，若取新级数 
的两个相继的转折和，则其所有的其余的和都将介于它们之 
间+因此我们只要证明转折和以〃为其极限就够广很显然 
池， 每一个转折和与“的距离按其绝对值而言都不大于其最 
后的一■项，即是一个显然趋近于零的量.因为这个项是我们 
最初的（收敛）级数的项.于是此种情形下的定理得 i 正. 

现在令 a = + oo 以 = _ co 的情形证明完全 相仿) .因 
为当 ， i — oo 时则数之集合 u 1，2*..0有界. 
令戸为其上 确界. 我们研究级数〔1)的正项序列并且把它们 
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这样 分段： 使得每一段中各项的和都大于2# ( 由我们 Q 证明 
的引理，这是可能的）.现在把级数 (1) 的项这样安 棑： _先 
只从所分的段中取第一个（按其自然順序），然后添加一个负 
项即第一个负项，再取笫二段，添加上第二个负项 ，…… m 
为每一段的和都大于 2 A 而毎一个负项按绝对值讲都不大于 
^所以当取了 rt 个正的段及〃个负项之后，我们将得到大于 
2知一办=咖的和.由此可以看出，重纽的级数的部分和当 
n — (50 时无限增加. 

我们特意这样详细地停留在这些构造的方法上，是因为 
它们是这样的有意思也有教益，迫使我们密切关注级数的结 
构，而且从逻辑上解剖它+对你们来说，下面是一个很有趣 
也很有教益的 练习： 证明通过适当变换每一个条件收敛级数 
的项，可以得到既没有有限和，也没有无限和的级数. 

毛夯采和.除加法外，另一种算术运算——乘法—— 
也可以应用于任意多个数 • 像我们在前面已经找到了项数无 
限增加的和的极限一样，这里我们还可以提出因子个数无限 
增加的乘积的极限问题.类似于无穷级数的理论，我们可以 
建立孝 f 手-理论.这个已经创立很久的理论确实迄今也没 
有像奋那样有着特别多的应用，但其应用的范围 Q 经 
是够广阔了（而且逐年增大），所以在今天它必然进人每一个 
有教养的数学家的武库. 

我们称形如 

( 6 ) 

JT=^ 1 

的式子叫无穷乘积 * 量〜 == 1 »2,…）我们称之 
为部分乘积，而 Umi 若是存在的话，则称之为积 (6) 的值. 

今后所宥地方我们都始终认为所葙的因子都是正数+对 

• W 
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于因子始终釆取这样的限制，绝对不是因为想简化研究，而 
通常是因为，研究负因子的积.一方面只要改变一些因子的 
符号马上可以化为正因子的情形，而另一方面是因为，它没 
有什么现实的意义.有许多考虑都导致后一条结论 ： 它类似 
于收敛级数的这样一个性质，即当〃 — CO 时级数的第《项趋 
近于零，在无穷乘积中第《个因子^应当（这点容易钲明且 
我们很快就来证明）趋近于1,这就表明，所有的因子从某一 
个起，都应当不仅是正的，而且应当任意地接近于 1. 

在正因子的情形对无穷乘积的研究很显然地通过简单的 
求对数就可以化力对无穷级数的研究.令％ = A = C % 

我们看到乘积 (6) 的收敛性等价于级数 

( 7 ) 

的收敛性，并且这个级数的和 S (当其收敛时）等于乘积 (6) 
的值^的对数.这个法则只有一个 例外： 若 r =0, 则级数 
(7) 很显然是发散的（部分和有极限一~).但其值等于零的 
无穷乘积在许多其他的方面有着完全独特的 状态： 与其说它 
像一个收敛级数，不如说它更像一个发散的级数.比如当 
^ = 0时要使当 oo 时1就不是必要的 (例如取〜= 

» = 1，2,…就是了〉 • 由于这些情况，所以 规定： 当 t =0 

时乘积 (6) 是发散的，因此这个乘积的收敛性应定义为它有 
一 个正的（非零的）极限 T = 存在.在此定义下乘积 (6) 
的收敛性很显然地丝毫不差地等价于级数 ( 7 ) 的收敛性. 

上面指出的能把无穷乘积的理论完全简化为对级数的研 
究，使得我们有理由想：没有任何必要去建立关于无穷乘积 
专门的理论.但是，如同在许多类似的情况中一样，这个结 
论是错误的.在数学中常常是这 样的： 对原来就有过的一钽 
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问题给出新字，一方面会导致完全新的问题，而另 
一方面启发釦题的解决. 

在无穷乘积理论屮通常把因子 2 „写成1 + ^的形式（其 

' 

中 一 1<〜<+⑴).这时 〜= Hd +心).而乘积 (6) 则 
改写为 > ' 

(1 - h « i)Cl +«,)，"（i + o - = 11(1 + w "). ⑻ 

W=1 

如果乘积收敛，则当 n OO 时， ； T „ -► ? r , 0 < <+ OO . 

由此得当《 — oo 时有 


比较乘积 (8) 同级数(7> 表明，与正项级数对应的乘积， 
是其中或者说 U = U 2, …）的乘积（与负项 
级数对应的是的乘积).这使得我们首先要研 
究其所有的 h 都有同样符号的无穷乘积.与这类乘积有关的 
最有用的命題如下 i 

定理.如果所有的 a 都有同样的符号，则要乘积 （8) 
收敛，必须而且只需級数 

w i H ~ + *" T -― + *** (9) 

收敛. 

证明 • 首先，我们有权假设当《—…吋 w — 因为在 
相反的情形，如同我们知道的那样，不仅乘积 (8) 发散，而且 
级数 (9) 也发散，因而定理成立 * 下面我们分为两种情形. 

1) 设> 0 (« = l *2 r ..). 因为当 : r — 0时 e " 7 与 ：I + 
^相差一个关于^为正的二阶无穷小，故对充分大的《有 

ei u " < 1 + % CIO) 
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以 S " 来表示级数 (9) 的部分和旦力方便计，设不等式 (10) 对 
任何《都成立（这不失讨论的一般性，因为在收敛性的问题 
中总是能够丢掉级数或者乘积最初的任意有限数的项而不影 
响其结果).当《 = 1，2,…， m 时我们对这些不等式逐项相乘 
得 

e < e s ' 

如杲级数〈9)收敛，则当时<+ 而因此 
有〜 <^<+ oo , 即是? ^是有 界的，因而乘积⑻收敛，反 
之，若乘积 (8) 收敛，则当川 — oc 时\ < jt <4 - 00 ，这就表明 

< In 7T <+ oo, 

即和 ^ ^是肴界的，因而级数 (10) 收敛. 

2) 令 (« = 1，2,…）.与前面相仿我们得到（这里 
^ < 0 ) 

e 2 、 < L < e 、， 

由此与前面相仿地我们可以 证明： 当夂〉*?〉一 oo (级数 
<9> 收敛的情形）时％ > > 0乘积(8> 也 收敛； 反之当 

L > 7 T > 0时我们有 L > iti 7 T > — OO , 即从乘积 (8) 
的收敛性推得级数 (9) 的收敛性. 

把乘积 (6) 或者 (8) 同级数 (7) 进行比较直接可以得出对 
于无穷乘积的 Cauchy 孕吧：要乘积收敛， 0 mmRRm 
对于无论怎样小的 e >0 ，蚣 于充分大的 n 以及 •，奋 看 

*** *■ ##* *«#*»• 4_ 

J1 + * 

1 — e< [X (1 + « r ) < 1 + e. (11) 

/ =n+l 

但对于其中的〜保持不变号的乘积而言，由我们证明过 
的定理，这个准则可以代之以另一个形式，而在大多数情况 
上用起来方便得多（因为要估计和一般说来是比估计积要容 
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易得多的）.即我们显然可以对上面陈述的准则不作任何改 
变，而只以不等式 

代替不等式 (11). 只是要住，这种形式的 Cauchy 准则只当 
所有的 h 都保持同号时才成立即可. 

遗憾的是，在本教程的范围内我们对有趣的无穷乘积问 
题只能限于上述.现在转到下一个题目， 

各教级灰.至今为止我们所研究的级数的项都是数.但 
是你们当然知道，对于分析来讲首先需要的是级数，即 
其项是某个自变量的函数这样的级数.对于这类*级_数的理论， 
我们至今所研究的一切起着预备材料的作用. 

设 


+ w(x) + …+ u n (jr) + **■ (12) 

是这样的级数，其各项都是定义往某个区间 [«, 幻上的某个 
自变量1的函数.给这个变量以某个数值 ： r = h 我们就把级 

数 （12) 驾成通常的数项级数从数项级数理论的观 

n--= 1 

点看来，可以因此指出， （12) 式所表示的不是一个级数，而 
是不同的级数构成的整个一个的连续统. 

当然， 显然地，对于函数级数而肓，收敛性问题比较数 
项级数而言变成了完全是另外一回事.对于级数 （12) 来说 
提出其收敛或发散的问题是没有意义的.因为一般说来，它 
对 I 的一些值是收敛的，而对 r 的另一些值则是发散的.在 
这里问题的合理的提 法是: 对于已知区间 [>，/ v ] 上的什么样的 
I 值级数 (12) 是收敛的而对什么祥的值是发 散的？ 我们称这 
样的: r 值的集合为该级数的收敛区域，在其上级数 收敛； 而 
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把使其发散的值的集合称之为发 fc 区我们看到对函数级 
数而言收敛性问题首先在于找区域.在这里我们不 
浪费时间来研究例子了，因为在今后它们多的是. 

对函数级数理论的所有解析应用 而言， 一致收敛的概念 
有着基本意义.现在最好就来定义这个概念.如果级数（12> 
对某个集合财的每一点（即对所有的 : T e 奶都收敛，则此级 
数的余项 


- Six、 - 

(当然与级数的和 < S (： r ) 及部分和相似，它也是 文的函 
数）对任何 x e M 当 《 — 如时都趋近于零.为了我们的目的， 
需要更加详细地描述一下这个事实 t 对任何 : r G A / 以及无论 
怎样的 e >0, 都存在着这样的〜（当然不仅与 e 有关，而且 
与: r 有关），使得对任何 /I > 有 | r „{ j ：) j < €. 现在令 e 不 
变，而让数: r 跑遍整个集合 A /， 此时对每一个 x 都可以找到 
自己的心即在该级数中的“位置”，从这个位置开始丨 
但在此级数中是否存在着这 样的一 个同样的“位置”， 
从它 开始， 不等式 | r fl a >| < e 对任何 : r 6 M 都成立？很显 
然地，这要取决于我们前面对不同的^所建立的那些数 no 的 
集合有界与否.如果这些数中有最大的，则很显然地，可以 
用它作为这种“位置”，从它开始对年 e M 都有|^(^)| 
< e . 如果在我们所建立 的数〜 任意大（即 sup« fl = 
+〜）数，则这就表明无论在我们的级数中走多远，总可以 
找到这样的 T e Af , 对它们而言要找的“位置〃还是没有达 
到，还在更远的地方，此时要选择这种同样的〜使得它在上 
述意义上对任何 I e M 都适合，很显然是不可能的， 

我们来看后一类型的一个 例子. 当^>1时令 
& ⑴ =x n a 一 /) (o< r < i> t 
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即 

u» ，（1 — ?) — /—(I 一 : r"- 1 ). 

很既然地，对任何 : re [0, 1] 都布当 m 时乂 (: ^)—0,因 
此 

r tl {jr ) S,X^) = 一 f " ( 1 一： r 。， 

由此得 

r n ( Z ~^) = 一+ = 1,2,…）， 

因为数对任何〃都属于区间〔0，1]，所以想找一个〜便 

得对任一个1 € [0,1] 只要《 >〜就有 lr „(^) f < j ，送是 

不可能的，因力只要取 : r = 2^， 就发现而不是 

4 

<+. 这就表明，我们这 M 实际上是上述第二种情形.在图 
16中为了直观一点，画出了曲线 | r : U ) j 以及对大的《的 
y — k rt U ) 1的略图.曲线^ 丨当 j ： = 2—士时 W 极大 

值等于 f ,自这个点向左，除其邻近处外，处处都显 
得特别小.当《增加时点2^无限接近于 1. 从此图上我们直 



图16 
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接看到是怎么一种现象，这事骤然舂来好傯是悖论一样；当 
H # 7 XD 时对每 -- 个/我 ft ] 都有 r n ( x ) — 0，同时对每一个 n 都 

有送 样的: r， 使得 Ir^jr) I ^ 这事可以这样解 释：使 
| 获得极大值的点，当增加时并不固定在一个位置. 
而当 „ — m 时向右移动而无限趋近于 h 这也即是说，当„ 
增时，尽管对每个固定的: ) 都会趋于0, 但在之 点之间 
比较起来，这个趋于0的过程屮总会有…个点“落后”，在这 

个点，不但没有接近0,而且始终是 一+ . 但这个落后 

点不是固定的，而是始终在向与点1靠近的方向移动着.我 
们不由得期望在点1处这种落后性密集在一起后会引起级数 
的发散，但实际上在点]处总是表现得非常顺利，因为此时 
对任何 n 都有 r„(^> = 0. 

现在我们再回到我们前面 G 经约定要加以區别的两种情 
况+我们就说其中第一种情形，级数 (12) 在集合 M 上一致收 
敛，而第二种情形是 非一致 收敛.这就 是说： 

t 亭争 M ± 旱了孕咚竽％护手矽于意小的都 ff 忐 

* 二+〜 (_ 仅•与、 kkmh H ) 何 》 kk 

» ■辛 • • * * • * • ■ 畢 ♦暑 ♦* «_ 

任何; r e JU， 都有 
' " \ r n M \ < £. 

我们上面详细地考察了表现了非一致收敛的典型特征的 
例子，还要 指出： 以同样的方式可以丝毫不差地定义函数 f 列 

/iO) ， / 2 (x) , f / n O)t … 

向极限函数 / U) 的一致收敛性，这时 LOr ) 所指的是差 
/U) — 我们也同样可以说级数的一致收敛性等价于 

其部分和序列的一致收敛性. 

如果说对于级数的算术运算，重要的是其绝对收敛性，这 

_ » 
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—点我们巳经看到.则对于相当一部分具齐解祈运算持征的 
情况，结 论是： 其一致收敛性是 m 方便的且有时是不可少的 
前提*我们马上来 fcbi 个例子确认这-点. 

首先来研究这样的问题 ； 在什么条件下可以确信级数 
( 12 ) 的和心 ） 的连续性，如果已知其所有项都在区间 u 
上连续的话.此时和函数也可能是间断的，下面的例子 
就指明了这 一点： 

«^(^)= 工 "’ 1 一 〆 1 («^l, 

又⑴ = 1—/ 1); 

以和 f 1 ’ 11 

当 1 = 1. 

现在来证明： f 轉 (12) 了亨參譽， 吵从 其项的连续性 
ife 上， tmmiz ) - 
螽•其•所 * 有项 au ) (这也表明其所有的部分和 
在 [«4] 上连续.令 a 为区间 |>， A ] 中的任意的一个数 
且£为任意小的正数，由级数 (12) 的一致收敛性的假设我们 
可以取这样大的使得 

|5„(^) — 5(，）丨*< + 

对任何 xe b ， 幻都成立.暂时固定这个^并利用函数 
在区间!> A ] 上的连续性，特别是在其中点 a 处的连续性，我 
们可以断言，对点《的某个邻域 i 7 中的任何〃点都有 

— S n (ay 丨 < 含； 

但此时对任何 X e u 有 
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而龀即表明函数、 SOO 在1 = a 处连续. 

适才证明 r 的命题之逆不成立.在该级数非一致收敛的 
某些情形下级数的和仍可能连续.这可以从第100页上我们 
所做过的 例子又 (d =^ rt (l - X ") 中看到.在那里，级数是 
非一致收敛的，然而其和在整个所考虑的区间上都等于零因 
而是连续的.也即是说，连续函数项的级数的一致收敛性保 
证了其和的连续性，但却不是连续性的兮 f 的前提.比我们 
所考虑的更加深人的理论，能够建立起& A 和的连续性的必 
要的而且也是充分的收敛性特征.但是 f 在实际上，和的连 
续性几乎总是作为级数的一致收敛性的结果而得出的， 

—致收敛思想得到本质上的应用的另一个问题就是函数 
级数的 w 逐项积分”问题.设级数 (12) 的所有项都是闭区间 
[〜幻上的连续函数（因而也是可积函数).能否确定：此时该 
级数的和 SOr ) 也在此区间上可积且有 

J ^(r)clx = u n (JT)dx 、 〈 13 ) 

和有限和的情况一样？容易看出，在至今为止我们所考察的 
所有例子中等式 (13) 实际上是成立的.当然 t 它等价于下述 
两个等式之 一 ： 


iim f = f 

j*—« j a J n 

Hm I* r rt (j)djr = 0. 

a 

但是，可以指出，这些关系并不总是成立的.首先可以 
看一个和函数 SCr ) 在区间上不可积的例子 4 为此只要 
选(图 17) 下述例子就足 够了： 
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n L x (O^-r^ 一 ）， 


i x n 

(关于 ^ ( t ) = S n ( jc ) 一又 -i O ) 相应的表达式 》 如果方便的话 t 
你们自己容易做出）.和函数 

士 ， 当 0 〈以 1 ， 

(0， 当 〒 0. 

正如你们所了解的，在区间[0，1]上是不可积的（因为 
f = in + 2 a o 时是趋于 oo 的 y 



图17 图]8 

但可能有这祥的情形发生：函数 SU ) 在区间 [ a ,0 上可 
积，而等式 （13) 却不成立，例如：令（图 18) 
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5„(^) -■ (1 — x n ~ l > 1), 

因为当0<1<1 时 = 0①，故 5(x) = 0 <0 ^ 

x < 1) ,于是有 

J S 0) d;c = 0. 

但是容易计算 

⑺6 = 士’ 1 —= I — 2(2 丄 1)， 

由此知等式 ( i 3) 实际上不成立+但是容易 证明 ： Mimmm 
f^d3)f 首先， Mkh ^ 
kkkkmsu ] •上•连•续，因而它在闭区间 

[a ，幻上可积；其次，对任何 e > 0都存在着这样的整数〜，使 
得当^ 时对区间 04] 上的任何I有 

k „( x ) f < e . 

应用我们熟知的积分学的定理，从 1/U)| 
b ') 推得 


我们因此得到 


fix}dx ^ <pix)d 


r n (j ： )d.T ^ e(/y — a) (n ^ « 0 )； 


由 e 的任意性就得出 


①初等的证明是这 样的： 令 0< J ：<1. — l = y {> 

0). 此时 / = (1 +w"> t +w + n(：n 7 1} -/> 7 11 故以 


<( 7^7 —0 (当” 一 w 时). 
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jV „0 )tLr — 0 (当 《 — 时)， 

而这即等价于等式 （13). 

这样，一致收敛性是连续函数的级数可以进行逐项积分 
的充分条件.然而正如前一个问题中所指明的一样，它并不 
是可积性的必要条件.为征明这一点，只要再充分研究一下 
第100页所引人的例子就够了.这里收敛是非一致的，但同 
时当时却有 

即等式 （13) 成立 

具体的已知级数的一项收敛性时常总是通过下述简单的 
法则来证 明的： ^2^ 

充分大的《以及对任何都有 

«*** 4 ■ * V V _• 

wmmi 2) 实际上，在定理的条件下 

命尧谷大的：任何 W 。•及 •任何 x e m , 都有 

jM rt+1 <^> + + — -h W H + t ( j ) I < 

n-ht n \ k 

2 工 ） I < XI * < t 

i--- rt A 1 r =n + l 

(后一个不等式成立是根据 Cauchy 准则对任何充分大的^及 
任何6 > 0成立).由此按 Cauchy 准则级数 (12) 收敛，而对 
充分大的《及任何^ 都有 

jr n (jr> | < e. 


①译者注.本书没有讲级数可否逐项求导的问題.这一问题更复 
杂.可以参看任一本比较完备的数学分析教程. 
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此即所要证明的. 

幂级教. 无疑地，对于分析而言最重要的一个特殊的 
函数级数类是所谓幂级数，即形如 

4 - ai^c + a t x 2 + •■- 4 - a n jc n + "- ( 14 ) 

这样的级数，其中，…是已知的实数及我们 
这里来研究这类级数的一些最重要的性质. 

你们首先要知道，对幂级数而言总是存在着以点0为中 
心的某个开区间称为收敛区间，在其内己给的级数收 
敛，而在其外则级数 发散. 数 Vfe •为知级数的咚字宁孕 t r 
可以是从0到的任何值，包含这两个极端的 kY 例 4 如当 

时 r = 0; 当 a n = &时 r = + oo ), 给出了收敛半径， 

就决定了已给级数的收敛€间，只有其两个端点不能确定.也 
即是说，收敛区域可以是闭的，或者 是汗的 区间，最后或者 
也可能是“半闭 区间' 即包含其端点之一而不包含另一个的 
区间，例如：下述三个级数，其系数分别为1, \ = 

〜 u j 1” 的，每一个收敛半径都等于 1. 其中的 

第一个级数当 z = I 及 r =— 1时发散，即在收敛区间的两 
个端点处发散（该级数是以 I 为公比的几何级 数）； 第二个级 
数当 r i 时变成调和级数，而当^ 1时则变成为 

“Leibniz 级数” 



因而它当1 = 1时发散而当1时条件收敛.第三个级 

①译者注 . …称为幂级数 U 4) 的系数.它们时常是 
复数，而下而的结论对茇数系数的幂级数稍加修改也都是成立的.但 
* 和: r 都是复数的幂级数这本教程中不加讨论， 
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数则在收敛区间的两个端点处都绝对收敛. 


我们简单讲一下怎样来证明幂级数的收敛 K 域有这样特 
别的形状.其推导是基于一个美妙的定理：^ 

-r -ft 哼咚竽，亨俘， | x | < a^}T 箏乎’竿_«譽‘证而 

是这样的；从级•数 (14) ^ a 时 ㊆ 收邊毒叾 ： d rt — oo 
时 〜 〆 一(). 这就意味着存在着这样一个 C > 0, 使得 k /| 
<C (« - 1 - 2 , …）. 现在令 j ： r | < a ， 则有 

fc=1 krr=l .t = 3 


< CV | 


1-1+1 


因为右边与 《 无关，所以左边当 《 时是有界的.即级数 
( M ) 绝对收敛.由此定理马上可以得出幂级数收敛区域的特 
殊的形状，因为离零点比; T 近的所有点与点 X —起都属于该 
区域. 此定理的另一个推 论是： 在收敛区域的毎一个内点处 
级数 （ U ) 都收敛.至于 一致收 敛性，则对于整个也敛区 
间，我们还不做出断言，正如已经有几何级数 （〜二 1) 的 


例子所指明的 那样： 无论对于多么 大的… r . U ) = X ； /会 
变得任意大，只要^充分靠近于 1. 但是容易证明/若个区 

Ei ' f ] 学 fr 在此会 向丄鈿 

-nkk* <u) k}kk^mkko<r f 

* 4 4 4 


o 译者注.俄文数学著怍中“在区间内部"一语是指存在一个充 
分小的？> 0使这个区间包含了闭区间 [— r +” t r -7] ,而在任何一个 
这样的闭区间内考査某问题.就说是在“区间内部”考査此问题.这丑 r 
是收敛半径.下文中给出了 〆 而这里的$即 r — 〆 . 下文原文 
作 Ul < 人译者作了修改. 
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< r . 对任何满见不等式 I ./ I < 的. r , 我们对任何《都有 

1 < \a H [ * r ! \ 

而因 f ； 广是收敛的]卜:项级数，则级数 ( H ) 按照第107 

H 1 

苽所证明的准则就是在区间 k | ( r ， 上一致收敛的. 

由此定理另外还可推得一个十分重要的推论：幂级数的 

… iukmmw ^ x f = rmkkk ' 勣奇以同时断言其在 
区间 [0, r ] 上一致收敛（这就表明其和在该區间上连续).这 
就是著名的 Abel 它在函数论屮起着重要的作用. 

要证明这个定我们先来建立下述也属于 Abel 的初等 
引理： 

—6 n „ t ) = — <3„ f i) —43„ ! 6„ 1 ， 1 +£^ 2 + 1 \， 

j*=：n 1 

其中« 2 >«!>0,而 心和乂 是任意的数. 

实际上 

' y ] a n (. b H ^ h ll -, 1 ) = a ny ( b nf — ) 十 化 + i 一 b n ) 

A| 

i z ( it „ i +2 — d ^ hi ) + … +〜 广】 （ A n 2 -_— 么广 2 ) 

— _ ' 1 +办， （ a n] — tZFj 1 +1 ) +〜〗.卜 1(4]+!— a 。13) 

H - h ^- i ( a n2 -,—^, 2 )+ 

a 2 

= S 乂 一 4 卜 i)— % \ - 1+« 〜十 a 2 . 

n ^ fij 

现在我们来证明定理木身. 

Abel 定理.若级数 （ H ) 当 : r = r >0 时收敛，则它在 
区间上一致收敛. 
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证明.令 e 为任意的正数，由 Cauchy 准则对充分大的 
»以及任何々>0,都有 

I S a 〆 I . < e - 

i = rt -J 1 

为简便计令 yj fl〆 =^ 0), 因而有 I < e (々= 0, 1 ， 

'= n + 1 

2,…）.当时有 

k jt 4-1 jt 

1 i ' ： - fi -\ -1 ('=： 1 『 

> 

而由于已证的引理(也由 等式％ = o ) 得 

I s « 〆 .卜 i 广 .—( 爹广 .- n }+ a “爹严 +i 

^=N+1 * t - i f 

k 

< —五） + k . K -)^- 1 

/-1 T r r 

< e(a -王）^；(丄广 4< + {-) fl+i+s | 

1=1 疒 广 

二 < e . 

由 Cauchy 准则我们由此得到级数 (14) 收敛.对其取当 A — co 
时的极限，我们从后一不等式得出 :对充 分大的》有 
|r„(x) | < £ (0 ^ j: ^ r ) ； 

这即表明级数 CU ) 在闭区间 [0， r ] 上一致收敛. 

必须指出，从级数 (14) 当 : r = r 时的收敛性得出其在整 
个区间 （一 r , r ) 上的一致收敛性是不正确的；例如级数 



当1 = I 时收敛，而且显然地当 ^=-1 时发散.它在其整个 
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收敛区间（一 1,1) 上并不一致收敛. 

马上可以明白，关于幂级数的最重要的问题之一便是由 
级数的已给的 系数〜 来确定其收敛半径 r . 当然，你们可能知 
道： 正项的数项级数收敛性的初等法则使得有可能在某些特 
殊的假定之下解决此问题. 

例如若— ^时存在极限丨，则相应于 
0 < / <+00，/=0及/=+00,有 r 二 +，+ oo 或 0. 但是， 
可以指出…个在任何情况下解决此问题的方法而不要求 
Hm < f \ Z \ 存在. 

定理.设] \ f \ Z \ -/■ 则此时 

n—To 


1 

r 

当0<; <+⑺ 

0， 

当 / = -h m ， 

4- CO ， 

当 / = 0- 


因为上极限(有限或无限）对任何序列都存在，则此定理 
实际上在一切情况下解决了所提出的问题. 

在诬明开始之前，我们注 意到： 如果数/是某个序列的上 
极限，则对任何 e >0 从该序列的某个位置开始的所有项都要 
小于/ + L 反之，在该序列的充分远的地方总有数大于/ 一 L 
定理的证明. 1) 设0<，<+ oo .令 r 需要证明 

级数(14〉当0 < r < r 时收敛而当 : r > r 时发散， 

la ). 设0<7<^=+，因而有& < 1. 很显然地可以 

选择 £(> 0> 之送样小，使得 " + e):r < 1. 織 I 的定义 得出： 
对充分大的〃有 
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< / + e, J^J < (/ -t- O". 

于是因而有 

ai + ox 〕、 

因为 (/ + e ) i < u 则级数 ( U ) 的项按其绝对值来讲对充分大 
的《，不能超过收敛的几何级数 + 0:0" 的对应项，因 
而得到级数 ( U ) 的收敛性. 

1办).令 = ,因而 /： r > 1. 对于充分小的 e > 0 

我们有(』一 0: r > 1.按照数/的定义存在着这样大的 值〜使 
得 V " h | J — E . 由此得 I 〉 （/ _ 且因而有 

> ca - EM H >h 

由此得出级数 au 含有无穷多个绝对值大于 i 的项， 因而其 
—般项不可能是无穷小 t 于是级数发散. 

2) 令/ = 0. 需要证明级数 （14) 对任何0都收敛.按 
照数/的定义，对于充分大的《有 

7|〜丨 <盖，!〜1<点， I 〜 k "< 去. 

即级数 （14) 的第《项对充分大 的〜按 绝对值而言又小于某 
个收敛的级数的第《项.这就表明级数 (14) 收敛. 

3) 令/ =+需要证明级数 (14) 对任何 : r > 0都发散. 
按照数/的定义我们对任意大的《都应当有 

士’ k 上">1; 

这又意味着级数 (14) 的一般项不可能是无穷小，因而级数发 
散.这就是说，定理在所有的情形下都已得证. 
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第五讲 
导 数 


函数和导数.-微分. —Lagrange 定理. 一 ^高阶微 

分.——无穷小量之比的极限和无穷大量之比的极限 . 
Taylor 公式.——极值.——偏微分.——隐函数. 

寻必教与务教.至今为止我们主要是致力于引人辅助 
性的分析结构或者说是在讨论基本的概念.今天我们转向数 
学分析的核心建筑，它们构成了微分学和积分学. 

设= fix ) 是变量: r 的定义于点 .r = a 的某个邻域内的 
函数.如果我们从此点移向点 a + h 则函数 y 得到增量 
—/( a >. 如果我们想要得到当未知量; t 变化时量 y 
的变化速度的表示，即想得知在这种变化中函数 / U > 是“敏 
感”到什么程度，则我们当然应诙以某种方式来比较函数 J 
的增量与产生这种增量的量 T 的改变量仏为此目的，最自然 
不过就是要研究比值 

/(a 十幻 一 /(a) 

— h ， ⑴ 

它给予 了我们 以函数 V 在量: T 有单位增量时的平均增量.但 
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是，它是对确定的 A 来计算的，所以一般说来当 A 不同时，给 
出不同的结果；而要使所提的问题得到唯一的解答，我们必 
须规定选取 A 时要遵循某个唯一的标准+ 

如果我们的目的是研究函数八 d 在邻近 a 点的附近的 
性质，则显然地，量⑴作为函数 y ‘可变性”的 尺度，当我们 
选取的 I 幻 越小，将越大程度上满足我们的要求. 实 际上， 
量 （1) 给我们刻画了函数在区间 [ a， a + 幻上 的“平均变化 
率”，且当越小，这区间就越向《点 压缩. 由此考虑出发， 
对于已经熟知极限过程的我们，已经向认识这个问题的最满 
意的解答迈进了 一步： 这就是以量 （1) .当 A — 0时的极限 
(当 然要在这个极 限存在 的假设之下）作为函数在靠近 a 点的 
邻近的变化特征.这个极限即量 

，⑻= Um + ” 一’ ⑻ 
h 

另一种通用的表示方法如你们所了解的那样是写成 


h — Ax , fia + h} — /"(a) = — Hm 

上述这个量我们称之为函数 / U ) 在点。处(或者说“当 n a 
时”）的导数.这也就是说，某个函数在 Q 知点的导数是用以 
描述该函数在已知点的最邻近处的相对变化率的. 

越大，量3/对于量： r 在其初始位置《的很小偏离越敏感.量 
fM 的符号则刻画了诙可变性的 方向： 童为正或负取 
决于量: r 从初始值《开始稍有增大时，函数 j 是增加还是减 
少.如果从几何上描绘出函数 j = / U ), 则我们感兴趣的变 
化率在图上的显示，很显然是这图形上升或者下降是多么地 
陡（当变量1的值经过值《时).用准确的术语来说，正如你 
们所知道的那样，导数被图解为曲线 j = / M 在点 ; r = c 处 
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的切线的斜率. 

当用自变量: r 表示时，导数得到了最简单的实际的 
解释.在此条件下量示的是量7在时间间隔 ! >，a + A ] 
上的平均变化速度，而导数 / UW 则表示这种变化在时刻《 
的“真实速度”特别地，若 / U > 表示动点从某给定时刻 
办 到时刻: r 这段时间内所通过的路程，导数概念正好就是瞬 
时速度这个力学概念. 

在数理科学以及数学分析的其他应用中，导数起着如此 
卓越的作用，是因为它给出了所研究的现象的最重要方面的 
局部特征；定量地估计了两个互相联系的变量中的一个相对 
于另外一个的变化率. 

如果你今天是初次听到导数的话，你们当然 会问： 为什 
么叫导数？这里谈到的都是关于极限、关于数等等，那末， 
“导”字是什么意思？但是你们当然知道，问题在于《导数”是 
“导函数”的省略表示.我们的全部计算及全部讨论都是对区 
间[>，//]上的一点 a (任意选取的）所作的，我们对该区间的 
任何一点: T 都可以这样作出（当然要假设每次所计算的极限 
都存在）.所以我们计算的结果是: T 的函数.我们这样得出的 
函数尸 Or ) 被称为导函数.不言而喻，所有这些讨论没有改变 
如下的基本事实：¥数是所给函数的學平性质，特别是在所 
考虑的每 一个特 定点处的局部性质，長命描述的并不是在整 
个区间|>4]上的性质，而只是靠近其个别点处邻近的 tf 质. 

函数 / U ) 当 = « 时称做是， 零的， 如果其在点 a 处有 
导数. 称其 f f 上是可微•的\ •如果导数在该区间的 
每一个内点釦# i . 很显 k ; 类似于连续性，也是 g 

数的局部性质.你们当然知道，只有在 a 处连续的函数才可能 
是可微的.这一点可以从下面的事实明显 看出： 当分数(1>的 
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分母趋近于零时，则要使极限存在必须使陔分数的分子也趋 
近于零.而这恰好就表明函数 /&) 在点 a 处的连续性.你们 
可能也知道，逆命题并不 成立： 连续函数可以是没有导数的. 
例如图19所示的函数，对之不 
必作出解析表示就明显看出是 ^ 

连续的，在点《处当+0 
以及当— 0时，分别存在 
着（1〕式的极限.但这两个极 
限互不相等.（在几何上表现为 
在点《处曲线没有唯一的切 

线.可以指望，自第三讲之后，- i -- 

你们中谁也不会再断言图19 

中给出的“不是一个，而是两 mi9 

个函数 ） 因此当 A — 0时极限不存在.表迖式 （1) 当 

A — + 0及 A —— 0时的极限如果存在的话，分别称做函数 

/ Or ) 在点 a 处的右导数和左导数.而对函数 / U ) 在点 c 处 

的可微性而言，很显然，必须而且只需该点处的右导数和左 

导数都存在且彼此相等， 

图19给出了函数在个别点处连续却没有导数的一个最 
简单的例子，但是，这里的右导数和左导数都是存在的.自 
然地就会提出这样的 问题： 是否始终是这样？很容易看到，有 
这样的 情况： 连续函数却是在更为深巧的意义下不可微.图 
20图示了函数 ^sin 士在点 z = 0附近的 状态. 因为当 
: r — 0时 

卜 sin 士 | < M — 0 ， 

若补充假设当^ = 0时7 = 0,我们看到函数 y 在点0处连续. 




图 20 

但因为当: T 趋于零时(譬如从右边）士—十 W ， 而且无 

穷多次地振动于+ 1和一 1之间，所以 Min | 在直线 j ^ 

与>=— 7之间无穷多次地振荡. （1) 式此时等于 sin 士（令 
a ， 0 及 A 二: 0, 它以区间[— 1,1] 上的所有数力部分极限. 
其上极限是1，下极限是一 1. JC —+0 和 Jr —— 0时都完全 
—样.这就是说，在点 O 处既没有右导数，也没有左导数. 

在一切情况下，当+0时，和当— 0时 （1) 式都 
有上极限和下极限.这4个极限也可以称为已给函数在已知 
点处的:其中的每一个都可以是数，也可以是符号 ±m 
中的 一+._ 这就是说，任何一个函数在任何一点上（在该点 
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的某个邻域内函数要有定义）都有4个导数；右边的上导数、 
右边的下导数、左边的上导数、左边的下导数.如果右边 
(左边）的两个导数相同，则函数在已知点有右(左)导数.若 
所有的4个导数都有限且彼此相等（也只在此时）函数在已 
知点是可微的.这时，4个导数的公共值就是开始时讲的导 
数. ® 所有4个导数在某点处都是无穷的例子由函数 


| V]TJsin 当 1=^0时， 

*0, 当 i = 0 时 


在点 : r = 0处给出，你们现在自己可以很容易地进行分析. 

如果现在注意到，对同一个函数在不同的点上可以出现 
完全不同的刚才画出的图像，你们就会 明白： 同一个函数从 
微分学的观点来看会表现出多么复杂的构造.类似于图20中 
所描述的现象绝不总是只发生在个别的、孤立的点上，存在 


着这样的连续函数，在其$7点的邻域都有如此复杂的结构 
(特别地也是处处不可微的 _)/ 遗憾的是在本讲义的范围不允 
许我们再停留在现在已有的、数量众多的类似函数的例子上 
了. 


现在我们转到对导数应用的例子的研究.你们当然了解， 
对于可微函数而言，它们的增加和减少的状态是同导函数的 
符号密切相关的.特别地，如果在区间 [ a , S 0 的所有点处 
(<0)，则函数 / U ) 是诙区间上的不减（不增）函 
数.增加和减少的这些判据，当它们可以应用时（即当已知函 
数有导函数时），当然是再好不过的了.但在函数不可微时这 
类判据当然什么也不能给出.而其实在最近的研究中发现；函 


CD 译注.这句话是译者加的. 
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数增加和减少的必要且充分条件是完全无需其可微性的.为 
证明这一点，我们来证明下述命题. 

定理， 设 fOO 为区间 j > 上的连续函数 ， 且设该函 

数的4个导数之一（我们表之以 D /(： c )) 对任何 a Sr <&都 
% ^ r ia；J 

_ _ iib 疑 feh 这样表述的判据实质上要比通常的判据更强 
—些， 因为这里读到的是任何连续函数，而它们一般说来是 
不可微的. 

证明.设与定理的论断相反，令 /(&)</& 乂并且这 

样取数 e , 便得 /( 1 - /w >€> o . 为确定起见令 D/M 
0 — a 

为函数 / O 〕 的右边的上导数.设 f <： r ) = f Ci 、— f ( a ) + e (文 
- ^) r 很显然地有 〆 a ) = 0, 且有 

< P (^) — ib — a)\jE ~ 0. ⑵ 

令 iVf 为区间 [ a ,&] 上的使 ^) = 0 的点的集合，且 c 为 
该集合的上确界，如果 〆 a ) > 0 (或者<0),则由于 
和 / Cr ) —样是连续的，故在点 a 的某一邻域 C 7 中的任 
—点: r 都有 pU ) > 0 ( 或相应地 〆 x ) < 0). 另一方面，由上 
确界的定义，点 a 的 任何邻 域都应包含使得 〆 : r ) = 0的点. 
这个矛盾表明 9^ = 0. 囪力<0;则很显然地有：当 
0 < 1 < 6时< 0. 对任何这样的 z ， 

9( 工）一 < 0 

x — a . 

因此有 Dp (^) < 0■但 D 外 a ) = D/W + e , 由此得 

D /(： r ) = D ^ O ) — e < 0， 

这与定理的条件之间的矛盾使定理得证. 

教令. f 兮概念是微分学的下一个基本概念 • 现在我 
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们是把微分当作是通过导数概念来定义的派生的概念；但这 
并非总是如此.在无穷小分析 ® 产生的时代以及更早得多的 
时代，正是把微分作为分析的原生的概念，而导数恰是作为 
微分之比，即作为派生的概念来定义的.那时，微分概念时 
常是没有明确定义的且甚至默认了其中所含的矛盾.因为在 
那个时代的数学中，能够把变化过程中的变量作为统一对象 
来把握，这种辩证的思维方法还没有得到充分的发展. 
你们当然都知道微分形式的 定义： 我们称童 

dy = fMAx (3) 

为函数 /Or) 的微分，其屮〜为自变童的增量.也即是说， 
函数 M 的微分是两个自变量——量: r 及其增量 At ^^ 
的函数.这两个变量的值彼此之间毫无关系且可以完全无关 
地选取 

特别地，研究函数 j 2 ，我们得到结论 : dr = Ar , 即自变 
量的微分和增量相等.在公式 U ) 中以代替 A ： r ， 我们得到 

d 尸/⑴仏 

由此得 _ 

即导数等于函数的微分与自变量的微分之比+ 

但是，只从这些纯粹形式的研究还不足以理解微分概念 


①译者注.我们现在所说的微积分学.在历史上.例如在欧拉的 
时代，曾被称为“无穷小分析”. 

@译者注.这一点极关重要，是理解微分办的实质的关键.即认 
为如是两个自变量1与 a 即〜）的函数，往下再令 I 固定而专注于 
A 即&的变化.所以^:与 A 是完全互相独立的.微分的现代概念要害 
即在这里. 
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对于数学分析及其应用具有着那样巨大的意义的原因.为了 
弄通这个问题，需要从本质上来认识微分的思想.可能最为 
方便的是我们从研究一种特殊情况 开始： 即^■表示时间，而 
j = / M 则表示动点在从0到^的时间间隔内通过的路程. 
这时正如我们所了解的，尸 Or ) 意味着动点在时刻: r 时的瞬 
时速度.因而 d：y = fix ') Ax 则是动点在时间间隔 [>4 + 
内所通过的路程的值，但是要把原来的运动换成另一种 
运动，即动点在此时间段内是以该区间开始时的速度作匀速 
运动的.实际上，真实的动点在此时间间隔内通过的实际距 
离一般说来会是另外的数值，因为速度不会是常数. 

正如我们所了解的那样，一般情况下导数是作为 
量: V 对已知量: r 的相对变化率的度量来研 究的； 所以我们可 
以把微分 dy 看作是另一个函数: V 当自变量 T 从其 

初值变化到 : T 十 Az 时的増量，而这个函数在 E 间！ + 
的所有点处变化率的度童都和原来的函数 在该氐 间的起 
点处一样.这可以直观地用图21来表 示：办 是另一条曲线 



图21 
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y = / Or ) 当自变量从 I 变到 I + &时纵坐标走过的路程， 
而这条曲线在此区间上处处的倾角都与原来曲线左点 t 处 
的倾角一样，即是说我们以原曲线在横坐标为: r 的点处所引 
的切线来代替原曲线. 

你们大多可能 知道： 在应用科学中当 Ax 很小时常常不 
去区别函数的增量 A ; y 与微分 dy . 有时这甚至导出 
“微分就是无穷小增量”这种不正确而且是有害的说法（实豚 
上微分一般说来既不是增量，也不是无穷小量).认真回答好 
由于把原来的函数换成另一个函数自然引发的两个问题对我 
们将是有益的： 1) 这种代换在什么范围内是允许的？ 2) 这 
种代换会带来什么好处？ 

要回答第一个问题，我们将从关系式 

P { jt ) — lim ^ 

出发，并以“来表示由此关系式而得的无穷小量_ 
尸 U ). 这使得 

— f + aAr = d^y + a^jc t (3 J ) 

因为当 it 0 时 a — 0，所以乘积是比 Aj ■更为高阶的 
无穷小量.这里是以 &为自 变量，所以比值^ = fU .) 对 

Ar 而言是常量(但对 i 而言却是变量 ®), 而商$当 & — 0 
时以此常量为 极限. 如果我 们有尸 Cr ) 乒0,量 才 
是同阶的无穷小量，因此作为较&为高阶的无穷小量的值 
也同时是关于中的每一个的髙阶无穷小量.这也 


0) 译者注+请比较 m 页注 
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即是说，我们所得的关系 表明： 如果 /'( x ) 乒0, 

-* o 7 t (*即、•数的 
m^kmk) k^k! 以微分代替 

增量时（或者淪无穷小 的相对误差. 

我们所得的当尸 U ) ¥ 0时的关系很明显也#价于关系 




1 + 


fU) 


( 心 — o) ， 


它表明了 Aj 和 dy 是当0时的等价的无穷小.正是以这 
些结果为基础，在实际计算中可以当 Ai 很小时以其微分来 
近似代换函数的增量. 


要回答第二个问题——以微分来代替函数的增量会带来 
什么好处——我们 指出： 建立微分，从理论上和实际上讲一 
般都比建立增量更方便些.微分办是量 ir 的，学函数，其 
随着 Ax 的改变而变化的特征持别地简单，并且它时，除 
了耍计算了亭导卷尸竽外，再不需要任何东西+当然对 
于 b 就相似的‘方了.例如：设想你们要编制一些 
函数 j = sin 1对于靠近60。的 or 值，如 60 W ，60°02 f 等等的 
函数值表，你们没有找出这些值的准确值的工具.但你们知 

道当 i = 60°时但在寻找靠近 I 的另外的值时你 
们没有办法求出3；值的相应增量 △: y . 现在看到了 t 如果利用 
增量仏 为很小这一点 t 并决定以微分 dy 来代替增量 Ay , 可 
以得到什么？因为 y = cos 60。= ■，则 d_y = 其中 Aj : 


要用弧度制 ( arc 来表示，由此我们马上得出: 


sin 60。01' 


VT 



180 • 60 , 
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sin 60°02' 
sin 60 0 03' 〜 


^1 +丄. 

2 丁 2 

十 i . 
2^2 


2^ 

180 • 60* 


3兀 

180 - 60 


你们已经看到了，微分 dy 具有下述两条重要的 性质： 

1) 它是的线性函数； 

2) 与 Ay 相比相差一个较心为高阶的无穷小.我们现在 
要 指出： 这两条性质完全定义了微分，即只有函数的微分才 
适合这两个条件®，故可以是也恰恰是从这个定义开始研究 
微分学.（当然，尽管对任何可微函数的微分的存在性的证明 
总是同样不可避免地要引人导数, ） 

实际上，令 dy = gAx H - b f 其中 a 和与 Ajr 无关，再令 
Ay — dy = gAjc , 其中 a 是当 Ar 0 时的无穷小，这时 
Ay = dj + a * At = ia 4 - - {- h. 

如果函数: y 连续(我们假设这一点），则当 Ai 〜0时 Ay — 0. 
由此必须有 ft = 0且 A：y = G ? + a ) A ^ r . 由此得 

贫 = a + a ， lim $ = /' (r) = a ， 

ix^-0 

dy = f r Cx)Ax t 

这就是所要证明的. 

在微分的其他性质中，所谓微分关于任何变量变换的 f 
字予字学有重要的意义（但在许多教科书中是讲得不充备 
bT 就是它的内容：如果^是自变量，则正如我们所看 
到过的 


® 译者注.这句话是译者加的. 
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djv — f { x)^x — f ( j ：> dj -, (4) 

现在把: r 看作为新变量？的函数 J = ㈨ ），很显然，此时关系 
式 (4) 的两个等号也不 一定再 成立，因为现在（一般说来）巳 
经是 d^r = ^^ Ax . 

绝妙的是，由 （4) 得出的第二个关系式即 

dy = f (x)d^- 

对任何这类变换都仍然是对的.实际上变换的结果成了 ^ 
的函数 

y = fpiO — 

由此依照函数的函数的微分法则有 
^ PC^iO^iO, 
dy^<//(0di = 

而因力 pa ) = I ， <^0 )dt = dx , 则实际上有 dy — f C ^) dx , 
正如同 ^ 是自变量时一样.这也即是说，在导数表达式 y = 

g 中* T 是自变量或者: T 是另外某一个变量的函数都是毫无差 
别的. 

我们刚才利甩了函数的函数的微分法则，一般说来，在 
这些讲义里我们不打算谈微分学的这些初等法则，但正是这 
个法则值得稍加注意，因此在大多数教材中要么出现错误，要 
么过于 复杂. 下面是其简单而又正确的 推导夂 令^ = 
工=咖 ），7 = ^0 = /〔#/)〕+当然，函数/和 P 都假定是 


© 这是克莱因涅斯 （M. A.Kp C Q liec ) 告诉我的.译者注.实际上 
在许多数学分析教材中是这样证明的.但例如有的 分为？ UO = t) 与 
fKf) 关 0 两种情况来证明，这就不必要了.本书作者讲有的书上证明 
过于复杂可能指此. 
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可微的，因而在关系式 (3 D 中当 Ax — 0时 0. 由此式得 

但当 A /-0 时我们有 — 0,营一 〆 ⑴且 g — #⑴，由此 
取极限得 

少 （ f ) = fixWU) = f f 够、 XO. 

这也就是我们想要导出的法则. 

Lagrange 走 at - 微分学的建立在相当大的部分上是基 
于拉格朗日定理的，它是所谓“中值定理”的第一个模式.由 
于它在整个数学分析所有部分中都有极为重要的价值，我们 
以后应该给予足眵的注意. 

Lagrange 定理.如果函数 /( i ) 在闭区间 [ a , 上连续 
且在开区间 （ a 泌）内可微，則存在着该区间内这样一个内点 
c , 使得 

f {c ^ f{h )~ na \ ( A ) 

o 一 a 

证明.很显然，函数 

#:r) = (6"a)C/(^~> —/<ti ) 〕一 （ j: —aK/(6)—/(a )〕 

在远间上可微.因为 p ( a ) = ^ pib ) — 0,则要么对任何 
[ a , A ] 有化 r ) =0,这时对任何的点: r 有尹(: r ) = 0;要 
么 在区间内取不为零的值，则此时这些值中必能找到 
最大值，或者最小值(因为函数 #： r ) 连续).为确定起见令 
在 I = f 时取最大值 O < c < b) t 这时必然有0 ( t ) = 
0. 因为当# ( r ) > 0时我们对充分小的正数/^就有 

< P(c + h ) — < p ( c ) 
h 

由此得 ¥^ + 0>9< c ). 这与点 r 的定义矛盾•当 0( C )< O 时 
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(给 h 以负值)我们得到相似的矛盾.从 W ( r ) =0可推得 ( A ) ， 
从而定理得证. 

时常用另一种记号来陈述这个 定理： 若给出一个以: T 和 
I +仏为端点的闭区间，则存在一个数0 (0<6<1)，使 

尸（工 + Ax = /(x + A:r 〕一 / (sr). 

对于具有高阶导数的函数，对定理可以做出重 
要的推广.我们现在就来证明它. 

定理.如果函数 : y = fix ) 在区间[: r，：c + ft At ] 上有直 
到《 — 1阶的连续导函数^而在区间内部有《阶导函 数①的 
话，则存在着这样的数0<0<0< 1), 使得 

= /(") (I + 加 Ax) C 4 x)~. , <B) 

这里厶 ": y 年示已 知函数 j = 的％阶差”，一阶差即是普 

通的增量 Ajy = /O + AjiO — /(^ ) ，/ 1 + 1阶 i 定义为《阶 
差的第一阶差，因而特别地有 

— 〔/( x + At + Ajt ) —/'( j :+ Aj :)〕 一 C / G . + Ar ) — /(文）〕 

=/(： r +2 Ax )-2 /(x 十 Ax)+/Crh 
A 3 ^=/(^r-r 3Ax) —3/(^-+2 Ax) + 3/(^:-}-Aj:)—/( a:) 

等等.一般地，容易用归纳法证明 

^* y~f — n / C ^ r + (”一 1 ) Ar 〕 + 

nin ~ l ) ftx + G * — 2 ) 厶工〕- + 

(—1 >"-VT(jt+A x) + i-iy/U). 

证明.当 rt = 1 时我们所证明的定理与 Lagrange 定理 
—致. 我们假设定理对《阶差成立，再证明它对 n + 1阶差也 


①在区间的堉点处只要有《 - 1阶的单边导函数就行了. 
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成立.因此我们假设函数 ：y = / C ： r ) 在区间 [ u~r (w +1 ) Ax ] 
上有《阶的连续导函数且在其内有 〃 + 1 阶的导函数.由此 
得函数 A：V = /Or + A ； t ) — / O ) 在区间 [u + 上有 《 
阶的导函数.因而我们应用我们的定理于其《阶差，则得 
A " CA ^) = ( Ai )" {/ ⑷0+ Ar + tf lrt A ^) - f M 
其中 0< A <1. 但从我们的前提条件 得出： 函数 / w 在区间 
[> + + (1 + 上连续且在其内可微，因而应 

用 Ugrange 定理于上面等式的括号内，我们得到 

^ (A^r M / (fl + n (:r + d.n^r 4- Q 如、 

=(&)" +1 _/^ +1 )(文 + Hn + l ) Ar ), 

此即是所要证明的. 

Lagrange 定理的 另一个 重要的推广是著名的 " Cauchy 公 

式 ' + 季寧早辛參 

fM m fid ) \ f 2 U ) 芋事 _ 区;司•的*内■部’处*处•不•为 •零 •■ ^ 

时在区间[«3]内 •存 - 在着这样•一-点：, • ft 彳恭 . 

* * * • ******** * 4 

f\ C 厶）一 /i<q) — AM 
/〆 厶）一 / 2 (a) f^icY 

这个一般的公式的证明（当 / 2 U > - x 时变为 Lagrange 
定理）与 Lagrange 定理的情形完全一样.令 

9^)=/ 1 Or) 〔 / 2 ( 々 ) 一 / 2 ( fl > 〕 ~AOr)C/ 1 C6)—/ 1 GO 〕， 

我们得到 9^) = 因此函数 〆 x > 要么在区间[〜6]上为 

常数，要么在此区间内取得最大值或者最小值.由此完全同 
证明 Lagrange 定理时一样，我们断定在某个点 c 处 < c < 
必然有# ( c ) = 0. 这等价于等式 ( C ) 的结论 . 

还应注意该等式 ( C 〉 的左边不会是没有意义的，因为当 
/ 3 ( a ) = f 2 ib ) 时函数/ 2 0)由 Lagrange 定理在之内应 
可以变为零，这是被排除于定理前提之外的. 
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名阶欲分.正如你们所了解的，高阶的导数和微分是 
可以归纳地定义的：《阶导数是通过对《 — 1阶导数求导而得 
到的，类似的情形对微分也是如此. 

函数 : y = / Or ) 的髙阶导数和微分间有关系式 

dV = / <n> Cx)d^" 「⑸ 

(其中 d / 表示的是自变置: r 的微分的《次 幂）， 其证明 
也是由归纳法给.出 的： 如 果土是自' 变量，则 dx = 与; r 无 

关，因而由微分 (5) 式，我们就得到(…”表示对^求 导)： 
d n +1 3 / = d ( d "3 f ) — =尸 +1> (: r ) d ， +l . 

正如我们上面所看到的那样，当《 = 1时，当; r (从而也 
有 y ) 是自变量 r 的任意的可微函数 x = </) 时(5> 式仍然成 
立+容易证明当 n == 2时情况就 变了： 高阶微分对于自变量 
的变换不再有形式的不变性.实际上，我们要用 ( dV ) T 或者 
( dV ), 来表示函数 j = fOO 的二阶微分，视我们以量^或者 
是以量/为自变量而定.这时有 

(d z y) r - 尸 0)d /， 

同时有 

Cd^X = 虹菩出 .d 〜 d{/C£(r)^(0} ，山 2 

dt 2 dt 

= {/ W 0： p ^(0 + f 
= 尸 U)dP 十 / 

我们看到这两个式子是不同的；第二个包含了一个添加的项 
它在第一个式子中是没有的并且只有当 I 
是， 的学学函数： 二故+ &吋才恒等于零，这就是说，二 
阶微分 S 二阶微分不同，只有对于自变量的线性变换才有形 
式的不变性. 

可以用别的方式定义高阶导数，即利用相应阶的差.类 
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似于一阶导数是当仏 — 0时比的极限，可以证明 



如果函数广连续，则 (6) 式即是公式 (3) 的直接推论. 
但重要的是要证明， （6) 式之成立井不取决于这个前提条件. 

因为(6〕式当《 = 1时成立，则只需继续证 明：若 它对某 
个^成立，则它必也对《+ 1成立（同时当然要假设函数7 = 
/ U ) 有《十1阶的导函数)，设 (6) 式对一定的 n (同时也对 
任何 〃次可 微函数 W 成立.因为函数 

= fix -h Ar) — fix') 

有《阶导数，则我们可以对之应用公式 ( B ). 这使得有（如同 
我们在 P . 129上看到 的）： 

A fl ( Ay >= A ^ _ 

(7) 

其中 O <0<1. 但由于存在，有 

知 Ar + Ax )-/ ⑷ = + 

/ <rtJ (.r+0nAj：) —/^ = n0^{f {r,+l> (z^-{-a s } T 

其中〜 — 0 T 々 — 0 (当 it * 0时），所以 

/^ U +^ Ai '+ A ^— Z ^ U +^ iA ^)- 
A^/ (rt+u (x)-h<x：(l 七 nSh % n&M. 

因此关系式 (7) 给出 
A n + L v 

= f u —' 、、 x 、+ a] (1 + nd) — & 2 n0^ 

由此当 An 0 时取极限得出 

Hm = / ( " +1 )0). 

i *-* & Qk .T 
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此即所要证明的. 

毛旁小量之比的权限和无方大量之比的叔限.在 Lag - 
range 公式和 Cauchy 公式的应用中我们首先来研究一个非 
常重要的问题.它在分析教程中却是以十分不合理的荒诞称 
呼“确定不定式” ® 出现.实质上这里讲的是利用微分学的方 
法以寻找无穷小量之比的极限或者无穷大量之比的极限. 

设人00 =八= 0,且在点《的某个邻域内两个函数 
都可微，并且当:时关 0.. 因为当 AU ) = 


= 0时 Cauchy 公式给出 


/i + A) _ f[(.a + Oh) 
fz(a + / i ) — fiia + Oh) 


(0<^<1), 


则我们可以断 ta^Hosphal 法 则）： 如果= f z ia ) = 0 

擎 * 

导哆爭 1 一 a 哼葶早 T 亭个寧尽， 牢亭孕 T 1 ? 
7毕‘ 2 

+ ’ t_ 卩果 /；(a) =乃(《) = 0,则再次应 m 这个结论，我们可 
以得到（当然要设函数 AU) 和/ 2 (4 在点 a 的某个邻域内存 
在二阶导数)：当 f](a) = f 2 Ca ) = / [ Ca ) =乃(《2) = 0时从 

Ijm 坷推得！^ 夂—般 说来， 如果 

/i(a) = f\{a 、 =…= f\ a ' u {a) = / 3 U) 


= /1(a) =…= /^ -iJ (a) = 0, 

且函数和厶 Or) 在点 a 的某个邻域内有《阶导数，则从 


© 还有更为荒诞的称呼；“#找不定式的 真值' 且不谈数学分祈 
中一般不包含任何“不定式”，这里通常是把异于其实际值的数称为函 
数在已知点的“真正的值”的. 
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关系 / u — d 可得 @ 


(: r a ). 如果 


/ruo 

和 / pu ) 都在点《处连续且 / to ) 关 o , 则由此得出 

lim h^i _ rrs^i ⑻ 

^/ 2 u ) - A 〜 y {8) 

LTIospital 法则是计算极限的非常有力的武器，且在许 
多情况下非常容易地得出这些极限，而应用初等方法却是有 
相当难度的-例如当 / lO ) = tan x — sin . r , / 2 ( 丄） = / 时， 
我们有 /](0) - f ： (0) = / f (0) 二0, / f (0) = 3, / 2 (0)= 
fuo ) - nm - o , / rco ) - 6, 由此按公式 ( s ) 则有 

tan x — sin j: — /T <0) — 1 

_ = 7 f < o ) 


lim 


: r 3 


2 


Lhospital 法则当 a - .4： oo 时的情形仍成立.实际上 


lim 

2 ► 十 HJO 


/ i ( t > 

f 2 U ) 


—/〆 士) 


由上述我们已证明了的 LTlospital 法则，这后一个极限等于 


-^(― ) f V 、 

lim ^^- y ~ = lim y; 广 . 

— 丄 ( 丄） JT—+W J ) 


(当这个极限存在时).当然，应用 L 汩 ospital 法则的必要的 
前提条件是 


lim f ^ x ) — lim / 2 ( jr ) = 0. 

不仅如此， L^Hospital 法则也可以用来求无穷大量之比 
的扱限，尽管这里其证明有点复杂.为确定起见设当 z —a 
时力(: r )^+ oo ,/ 2 U )— 此外，像以往一样，我们设 
力 Or ) 在点 a 的某个邻域内不为零.在此邻域中取任意的两 
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个点^■和 a 使得 T 位于 a 与《之间，为确定起见令 
____ a (图 22); 由 Cauchy 公式我们得到 

° X } ^ /, U ) -/,(«) /1( c ) 

图 22 /,<-)-/,<«) ^7T(f) t c 

其中 s 是区间 b ，<! 的某个内点 t 因为从另一方面来讲有 


/ t ( x ) - /“ a ) 
/ 2 ( x ) — / £ ( a ) 


A U ) 
fz (^ 


/ i ( g ) 

_/ i <£> 


AW 

AU ) 


所以等式 (9> 给出 


fiM 

/ 2 Cx ) 




fzM 




(10) 


UmV 

我们现在来更详细地讲一下点^与 a 的选择.如果如我 
们偎设的那样存在着 

r f\ (i> _ , 

l^yTu) = /t 

则对于无论怎样小的 £(> 0) 都可以找到点《的这样一个邻 
域使得对任何^ e 7都有 


/ ~ e < 


fM 

fM 


< / + 


令《(从而也有 r ) 属于该邻域，这时也有$ e t /， 因而 


I — € 


/KI2 
/⑽ 


< / + e. 


现在让 a 不变，而: r 将无限趋近于 a. 因为此时/〆^ — 


十 fM — +故公式 (10) 右边的第二个因子则趋近 
于 1. 因此对点^的某邻域17中的任何^它都将介于 l_e 
与1 + e 之间，因此对任何: r € V HU 公式 (10) 给出 
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(I - OC1 - £) < 


ZaO) 


< </ + £)(1 + €)， 


因为£任意小，故有 
此即是所要证明的. 


lim 


/ iO ) 

/ s (工） 


/， 


同无穷小茸之比的法则相似，此法则也在《 = 士 — 时成 

例. 1) / : (a ) — In jt , /^{^) = 当: r — 0时， 

fiM -►— oo, /办）一+ oo. 


f [ U ) 


: r— 0, 由此得 


= xln *r — 0 (当 jr-^0 时）. 

2) 当 / a (jc) = x 4+ oo 时，我们有 
//x) = in j: -*+ oo, 

同时^ = 由此得 

( 当 Z—+0O 时 X 

令 jr = e y , 我们得到 -ce _jr — 0 (当: r，+c>o 时). 

Taylor 4 s 现在我们该来讲讲 Taylor 公式. 也许你 
们都已熟知，它不钽是在数学分析中，而且在其应用中，都 
是最重要的研究工具之 一. 对这个在任何分析教程中都被洋 
细地研究的公式，我们要特别注意，因为在它的推导的通常 
表述中，从思想方面来说总是完全模糊的，而只余下毫无指 
望的形式，因此対于许多学生而言，该公式后来竟得到如此 
重要的意义，实为意外，而有时且永远都是个谜. 
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正如我们不止一次指出的，基本关系式 

lim 兮二 = f (a) 

4^0 fl 

可以改写成等价的形式； 

fia -\- h ) = f ( a ) + kf («) + (11) 

芤中当 A —0 时 a —0, 因而这里的成是关于 A 的高阶无穷 
小，即其与 A 的比值当0时是趋近于零的. 

我们约定一般以〃 U ) 来表示任何与 I 的比在已知的变 
化过程中趋近于零的量.这时乘积沾我们就可以改写成 
。(心）的形式.因为对任何 oU ) 依照定义有 

~ a ^ 0 ( A -*0)， 

n 

相反地，任何 o ( A ) 都可以表示为成的形式（其中 a — 0,当 A 
— 0时).因此 （11) 式可改写成 

fia - /0 = f { a ) 4- hf ( a ') 4- 0 ( h ). 

正如我们所看到的，这个公式当尸存在时对任何情形都 
成立.我们已经不止一次地用过它，并且可以直接看出，这 
种写法恰好是它的优越性之 所在： 如果;^如此小，使得形如 
oih ) 的量可以忽略，则近似公式 

f(a + h ) 〜 f ( a ) + kf ( a ) 

一般说来，使得我们在一系列研究中能用右边的关于 A 的线 
性函数来代替复杂的函数 / Q + A ) 本身.显然地，这将给出 
多么本质的好处. 

现在完全有理由期望把这个有益的方法继续 下去.如果 
我们想要得到更好的精确度，则我们有时不能以误差相对 A 
很小的近似公式为满足， 例如： 可能有适样的情形：我们还 
需要计算到 A 2 阶的量，而只能忽咯形如。 ( A 2 ) 的量，即关于 
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h 2 的无穷小量.这吋我们自然地要提出寻找这样的二次函数 
Co -f aji + a 2 h \ 使得当 A 很小时有关系式： 

fia 十 ft ) =〜十 qA + a t K l + o ( h 2 U 
一般地，如果我们想到计算到阶，但允许忽略形如 
的量，则我们当然要找出这样的多项式 

< 3 0 + + …+ a B h" = i\(fO ， 

使得有关系式： 

fia + /0 = PM ) + 

如果这个课题得以解决，则我们有可能在任何允许忽略形如 
W) 这样的量的问题中，以简单的《次多项式来彳戈替一般说 
来是复杂的函数 /U + ft). 

当《 = I时，设函数 /U) 在 i = a 时有一阶导数，我们 
已经得到了所提问题的解.一般情况下我们将从 /—(a) 存 
在的假设之下出发_当然，这里要求函数 /U) 在点 a 的某个 
邻域中有任何较低阶的导函数存在. 

著名的 Taylor 定理恰恰是基于想要解决我们所提的问 
題 ，即诬明所求的多项式存在且给出其系数的表达 
式.据此定理，在 /—(a ) 存在的情形下，多项式唯一 
地由以下公式来 定义： 


) =/( a ) 十 ) + #尸 G ) + 

…+斤广、). 

换言之，由此定理即有 * 


/(^ + 方） = /(a) -h hf r {a) + 尸 (t?) + …+ 

丹 …). . 02 ) 
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设 

fia -h h ) - PM =汾）， 

则要证明我们的命题只要证明 ® 

f — 0,当 A — 0时， （12') 

为此目的，我们注意 
9 、 h ) = f (a + h 、一 f U) — hf U) - 

^ (h) ~f (a+h) —/ t (a) — /t 尸 (a)— …一 ,^ . 「 / ⑷ Ca), 

\ fl 一 l ) 1 


# 一 2 ) (A) =/("-“ (《 + M — 广 _(a ) — " (a > — ^/ ⑷ G ) ， 


由此得 〆 0)= 〆 （()）= … = 0, 因为函数 A fl 的直 
到《 _ 2阶的导数当 A = 0时都变为零， 而其 n — 1 阶导数等 
于 n 1 h ， 故由 LTIospital 法则有 


lim 

ft— ^ 


h " 


lim 

h —0 


n\h 


只要右边极限存在的话.但 


® 译者注.为解决我们的间鹿，一方面应证明当 PAk ) 取以上 
形式多项式时， /0* + h ) — P ,< ft > = oW 1 % 另一方面还要证明，如果 
换成另外的弘 (ZO, 则 /【a + A) — Q„<A ) 不会是本书只证了前 
一部分.后一郁分容易证明 ：因为 /(a + A > - Q .( A ) - f(a + h )- 
P „( A ) + PM - Q w m -尸 ,( A ) — QM + oikn , 因为匕 卢 Q „ ，故 
P ，( h .) — Q,(A) = ah " 1 + ■*■ + ch%a / < n, 因此尸，(/ 1) — Q„(/i) 

= o(/r) ，从而 /( a + *)-Q„(h> = o(/r) ，这与假设 /U + k) — QM 
— o(A') 矛盾 . 
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li m = (朴〜_严 ”⑷ 一严⑷ } 

n I h m ! a-o l h J 

= 0 * 

因为依定义 / tn > («) 存在，这就证明了 （120 式，因而也就完 
成了 Taylor 公式 （12) 的推导. 

当然，下一歩有意义的是要找出公式 （12) 的〃余项 
的方便的表达式，以便在需要时用以估计其可能的精确度. 

我们在这里提出这些余项公式中的一些暈通用的形式而 
不去推导它们，你们可以在任何完整的分析教程中找到它们 
的证明.我们以凡00来表示公式 (12) 中没有给出明显表达 
式的由 Taylor 公式本身，当尸存在时我们得 
到 


鍵 = /㈣ ⑷ 

V -2 (« + 1) ! ’ 

如果我们假定 / rt +1) 0 r ) 不仅当 : r = a 时存在，而且在区间 
[>,« + A ] 上的任何点处都存在，则我 们对艮 ( A ) 就得到熟 
知的 tf Schi6milch 公 式”： 




h H+i (i — or ^- 

n i p 


+ 汍）， 


其中0<0<1，而户是一个不起过 《+1 的孕寧卷正数.由 
这个十分一般的公式，当适当选择 f 时就得4二‘列的不同 
的特别形式，其中最为通用 的是： 

1) 当》 = w + l 时 “Lagrange 公式”： 


4* +| 

^ ， CA) = f U+l) (a + 浙）； 


2) 当/> = 1 吋是 “Cauchy 公 式”: 


R 乂 h) = - +1(1 + Oh). 

« I 
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在这些专门的形式中，如同在一般的 Schl<3mikh 公式中一 
样， 设广 + v ’ u ) 在区间 y， a + k ] 的每一点处存在. 

你们了解，当 a = 0 时的 Taylor 公式的特别情形被称之 
为 Maclaurin 公式(其实没有任何独特之 处）： 

/(A) - /(0) 十 午 f(0) + …+ -^f in> <0) + oWh 

1 n l 

权值.在初等微分学中 Taylm 公式应用的一个重要领 
域是极大值和极小值理论.当然，你们对它是很熟悉的. 

如果我们说的是要寻找在闭区间 [^,6] 上可微的函数 
y - f < x ) 取得其最大值的那些点的话，则此“绝对极大值” 
很显然要么在其区间 的一个 端点处达到，要么在闭区间的某 
个内点 c 处达到.在 后一种 情形点 e 也同时是“相对极大值 
点' 相对极大值就是说，对属于点 c 的某个邻域的任何 r 都 
有这也即是说，寻找函数在已知区间上的绝对 
极大值归结为寻找其在该闭区间内的所有相对极大值，然后 
再与函数在端点上的值比较.因此，对此问题可以用微分学 
的方法. 

你们当然了解，使得可微函数 /0 r > 在点 r 处 
b ) 取得相对板大值(或极小值）的必要条件是等式 

尸（工 >=0 (13) 

成立.这也即是说，解决所提问题的第一步是要找出方程 
(13) 在 [ ad ] 区间$的所有实拫——即所谓变量 I 的“临界 
点，’， ①此后再对每二个个别的临界点进行专门的研究，来确 


® 译者注.在现代文献中，若 c 点适合尸⑺= 0, 

Me 称为哗亨參，函数在临界点所取之值 /&) 称为临界值.原书把临 
界点误写为临界值，我们作了改正. 
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定出在该点处是出现了极大值或是极小值，或者什么也没有. 
我们现在来对此稍微做些研究. 

设。是函数/( X )的临界点 I 中的一个，即且 
P («) - 0. 为普遍计，设/0(«) = 0 ( 当1 </■ <，山但 
广⑻关 0. 这时 Taylor 公式（〗2)给出 

/〜 + ZO — /M = h a + ⑽”’ (14) 

n ! 

很显然, 右边第二项是关于第一项的无穷小，所以右边的符 
号对充分小的 1M (但与其第一项的符号相同，即与 
^积的符号相同.如果《是奇数，则当 A 变号时 y 
要改变符号，而且该乘积也要改变符号.这时由 （H) 式对不 
同符号的增量 h 差 /(« 十幻 一/o) 的符号将是不同的，而 
这显然表明：当7 = 〃时函数 /U) 不可能有极大值或者是极 
小值.现在设 K 是偶数，因此/1">0对任何 h 关0成哀.此时 
差 f (a + H ) — 的符号对任何充奸小的!(但 A # Q) 

都显然地与量/〜⑷的符号相同，而 /“(a) 是与办无关的. 
当 /〜<>)> 0时这表明对任何充分小的0 1 (ft 古 0) 有 
/(a +A) >/(a), 

即在点0函数 /(d 有相对麥 f 爭 同样地我们可以证明当 
/<" j (4<0 时函数 /U ) 在/有相对极大值，这也就是 
说，我们得到下述法则： 

了卞予导學巧亭亭《吵号¥，―亭”孕]^数时 / Cr ) 各 S 1 = 
( V / UJ ( a )< 0): 鎂亨 4+4( •等 /⑴(二彡 0), 

Yfkk / u ) 苧亨•也没有极小值， 
侖们 — 士无这个•法•则， •每二•个•临•界 •点•的性■质’问 •题 ¥完•全 
解决了，只要函数在该点处充分多次可微且并非该点所有的 
导数都为零. 
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鴿啟分. 现在我们该转到多元函数的情港.为简单计， 
在此我们局限于研究两个未知量: T 和; y 的情形. 

你们当然知道，函数对变量 I 的偏导数尺 Or ， y ) 

或者 ^：/ 定义为 

1 ^/(^ + Ar ^. v ) — / Qr ，_ y > 

At 一 0 

即作为这样一个函数的通常的导数，该函数即在 /&，7) 
中给变量 y 以固定的常值时所得的^的函数.类似地可以定 
义¥ =乃0：00.这些偏导数中的每一个都和函数 /QoO 
一样，是两个自变量的二元 函数. 为方便及直观计，我们 
这里时常把“当 : r =〜 yA 时”的说法用“在点 (a 4) 处”这 
种说法来代替，把它看成平面 Cr ， y ) 上的直角坐标为 : r =〜 
y = b 的点, 

首先应当定义已知函数 : t = / U t y ) 在已知点 U , 約处的 
可微性概念. 在一元 函数的情形，导数的存在当然等价于微 
分的存在，而且这时正如我们已经看到的，微分 dj 对函数 
J = / M 而言是定义为增量 Ar 的线性函数，这个线性函数 
当 Ax — 0时与増量之差是一个高阶的无穷小. 

我们现在来看对二元函数2 == fU . y ) 的情形，我们这 
里也约定称函数=的微分是增量 A : r 和 A ： y 的这样的线性组合 
A At + BAy + C f 当 Ajt — 0， A ^ y -►{) 时它与增量 As ： 相差一 
个高阶无穷小.在一维的情形下我们可以 （设尸 Or ) 乒 0) 把 
量 Aj ：， A ： i /， d ： v 中的任一个理解为基本的无穷小（其无穷小的 
阶彼此相等），在二维的情形为方便起见（尽管绝对不是必须 
的）把量 p = Va ^ Ta ^ 作为基本无穷小量，它表示“动” 
点 U + A ^ r ) 与“始”点 ( U ) 之间的距离.如果无穷 
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小 Ax 与 Ay 是具有同样阶的无穷小，则当然地量^也具有同 
样的阶.这也即是说，表迖式 AAx + Bhy ^ C 是函数 
z = fOc t y ) 的微分 de ， 如果当 Ar 0， A^y — 0时有 


A 2 - (AAt + B^y + C) = o(p) (15> 

式成立的话.现在来证明 ， 如果妊存在，则偏导数及 | 也 
都存在，且 

A = i ， B = % ’ c = 0 ， 

因此 

dz -蠢心+ ~^ y . (16) 

实际上，首先由函数 S 的连续性(我们当然要假定有这一点） 
关系式 (15) 取极限得 C = 0. 确定了这一点以后，再在公式 
(15) 中令 A ; y = 0 (依照我们的条件，该公式应当对#，方式 
趋近于零的量 Ai 及 A ： y 都戒立），这就得到 ~ 


由此得 


(A^)i ?=<> = + o(D ， 


A = lim 


Ax 


dz 

3x 


类似地，可以确定 B = 莘.在这里很显然地，偏导数笋及_ 

dy cti L ay 

的本身的存在性是从我们的讨论中得出的，因此，是微分心 
存在的推论. 

迄今为止的一切，如同你们所看到的那样，都是与一维 
情形完全类似地推得的. 


但是，与一维情形相反的是，在一定点处偏导数 g 和 g 
的存在还不足以保证在该点处微分 dz 的存 在性. 例如：对函 


数 
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z — t 2 + y 2 

lo T 当： t : 

在 (0,0) 点处，我们很显然地有 

~ (厶芯） Ay 

因此 


当 x 2 +〆尹0时 T 
= 0时， 


0, 


Hq ， 

Ox dy u， 

如果当: r = y = 0 时微分 cb 存在，则因此应有 t (16) 式恒等 
于零，即我们据 (15) 式应有& = 担这是不对的，因为 

例如当= Ay 矣0时，很显然地有 

Aje ： — A ^ h , p — ir > As ： = 

但是我们 指出： 如果 g 及 g 在点 OoO 处學 f ，则在该 
点处表达式 (16) 是函数 z = 的微分.实际上， 

^ — /O + ^ r*y + A ^) — 

= C / C ^- + Aar » j ? + 厶: V ) — / 0，：y + Ay )) + 
〔/(U + Ay) — 

右边的第一个差由 Lagrange 定理可化力 

^rfA^ + + A >) (0 < 0 < 1 ) , 

而由函数在点 ( x，30 处的连续性的假设，当 A：r — 
0, A：y — 0时，必有 

f ' A^c + + A ^) — — 0， 

则上述的第一个差与 f x (. x t y )^ x 相差一个泡如 o ( Aj :) -■ 
o(fl) 的量： 

/(:c+Ax ， ;y + Ay) —/O ，少 + A_y ) = ( ： r ， y ) Ax +0 ( /0 )， 

而从另一方面很显然地，依偏导数的定义本身则有 
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fix f y 4- △: V ) — — f y {x^y)^y 4 - o ( Ay ) 

=+ o(p'), 

所以 

Az — + /^(:r t 3 ； )A3 / 4 - o{p ) , 

这就是所要证明的.我们的推理还表明，只要在点处 
两个偏导数之一是连续的就足够了. 

无论如何，一般情况下即令偏导数存在，微分也有可能 
不存在.因此在定义二元函数可微性时我们就面临着选 择:是 
以偏导数存在为基础还是以微分存在为基础来定义可微性？ 

通常我们 f 亭譽字 了竽亨孕孕亨，巧，印果它李该点有微分 

转钟 :矣孕螽羲命竒定 i ，' 

岛#洤 i 多一些，这是很方便的，因为理论的进一步发展证 
明，只有具有微分的函数才会在其性质上显现出与單变量可 
微函数比较完全相似的性质. 

要得到偏导数_，我们只给一个变量: T 以增量而令 y 不 

变.几何上我们说让点 P ( U ) 平行于 Oi 轴移动到点 

* * 

+ Ax . y ) (图 23), 偏导数 g 定义为比值 
f(PQ - f ( P ) 

yp , 

P 2 {z^y~r ^y) Q(aH-Ar f jrhdjy) 



Pi x, y) Pi ( x+ ir, y) 


图 23 
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当尸 i — 尸时的极限.此处=心是点 m 之间的距 
离， /( p ) - JXx'yU fXPO = /Or + 类似地有 


ffe 


lim 

p^p 


/(F ? ) 一 f(n 
pK 


其中込是坐标为 (u +Ay) 的点，它沿平行于 Qy 轴方向无 


限趋近于这也即是说，函数2在点 P 的 g 是它“沿 Ox 方 


向”的导数，而 g 则是它“沿❿方向”的导数.但是，显然 
地，我们可用完全类似的方法来定义函数== fU ， y ) 沿着与 
0^轴构成任意倾角 P 的另外的方向的偏为此只需这样 
放置点 P 和点使得由 P 到 Q 的矢量％与方向 Or 构成 
倾角 P， 然后再让点 Q 沿此矢量趋近于汽如果量 


Um 


f(Q) - f(P) 
PQ 


存在，自然地可称之为竽 fU 竽 f 申寧，芩*宇字字莎亨哼 
±^f^. 很显然地，给 fek 个 Y 向•完价于•在•增•量 •‘奋 
同趋近于零时，给它们一个确定的线性关系 = 

tan 炉 Ax). 

例如： 可以约定用 D F (d 来表示函数 z 沿着与 Or 袖构成 
9角的方向上的导数 * 这样， 


5 = 

现在我们来诬明： f ( x . y ') 

kk ' 

Dp(^) — 尝 cos P + ^sin <p t 
实际上，因为当点沿方向 P 移动距离 f 时，在 
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中应有 

所以， 

即 


Aj- = peas — psin 


Az 

~P 


|cosp + 


gsin (p-h o(\), 


lim — Dp(jc) 
P 


tfe 

cte 


COS P + 


dz - 

㈤ 叮’ 


此即是所要证明的. 

隊恭玫.偏微分理论进一步的发展与完善，与一维情 
形的微分学相当全面地相似.因此我们不再浪费时间去讨论 
它.然而我们还要在一个一维情况的重耍问题上再停留一下， 
因为需要用偏微分才能解决这个问题.这里首先要说的是 
“隐函数”的存在性及微分的定理（隐函数这个通用的术语无 
疑地是不确切的，正确的说法应是‘‘未用显式给出的”或者 
“未显示定义<的”函数，因为所说的不是一个特别的函数类， 
而只是给出数的特别的方式). 

你们当然多次听 到过： 一个方程 


F(x,y) = 0» (17) 

定义了量 J 作为量 I 的“隐”函数.这句话的意思是说，有这 
样的函数 j = / CO 存在，使得 

FC^ f /(jr)) = 0 (18) 

成为恒等式.毫无疑问，保证这种函数存在的条件.这种函 
数的性质，以及使得 (18) 式成立的^值的范围都应当专门研 
究.我们在这里证明的只是这方 面的一 个基本的定理 . 至于 
“隐”函数理论中以此为基础的进一步的发展，你们可以在任 
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何完整的数学分析教程中找到> 它已经没有原则上的新鲜东 





图 24 


西了. 

定理设函数尸(: 

1) 在点 ( jco » yo ) 的某个 
邻域17中连续，而且在此邻域 
中有连续的偏导数 K ( x , y ) ; 

2 ^ fy t yo ) 0 ； 

3) ^(^ 0 ,^ 0 ) = 0. 

这时必定存在唯一的函数 
3 v = /( i ) T 定义于的某个邻 
域中，在此邻域中广/(工）连 
续 = 而且适合 （18) 

式： 

— 0 . 

如果 FU ，： y ) 在17中可 
微，则 y =/ Or ) 在心附近也可 


ru ) 


微，而且 
K(^r t y) ① 

F;(xoO. 

证明.我们不妨假设 J ^( a ，3^>0. 由于 Fi 已假设是 
连 续的， 所以在 U 。，％) 的某个含于 C 7 中的邻域|^-^| < 


①译者注.原书这个定理的表述不妥.主要是原书只假设 
存在，这样是得不出下面的结论的.现在改成在 {/ 中连 
续，结论申原书没有说 : y = / U ) 是唯一的，现在可以证明隐函数的唯 
—性.这样的表述与大多数数学分析教程一致.为什么原书表述不妥， 
见下面一个译者注^ 
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— ^ o | < /?中也有 Fyix ^ y ) > 0. 这样 尸 (工，3?)当 
| ^: — J <； t j：y — ： y &|</3 时对 y 是增加的.所以当 
k -^ a ! <« 时对充分小的 A 0< /</?，有 

Fix , y 0 + 7) > 0, Fix t y 0 - 7 )< 0 . 

由于 F (: r , y ) 对 y 是增加的，所以一定可以找到唯一的一个 y 
值，使 


Fix ^ y ^ — 0. 

这个7值与 I 有关-所以可以写成 J =/ U ), 这是一个 I 的 
函数，它定义于 k 中，而上式就可以写成 

FO ， yo )) = a 

因为适合此式的: y 只有一个，所以这样的 j = f Or ) 是唯一 
的叭 定理的前一部分证完 • 我们还需证明 /' (:^)存在，并且 
找出这个导数值.这里々是〈^— n ( ,+ a > 中的任意点. 

取充分小的使 a + Ax 仍在上述区间中.记力= 

= 则 /( 工】 +A 工 ） = /( 々 ）+ 

Ay = yi + Ay. 由 （ IS ) 式 


< D 译 者注. 原书因为未假设在 (7 中连续，所以得不到 
对 j 的单调性，而不能证明只有唯一的 /U) 适合 （1S) 式，原 
书说，同第三讲的定理 3(64 页）可以找到 (|y| </?〕使得 FQo；) = 
0. 原书接着说： ** 这个: v 值（如果有几个: y 的话，则说某个这样的 y 
值）与I有关，我们就以 /Or) 来表示它，”实际上 ， 如果有几个不同的 
J 值，用哪一个 J 值与 r 对应来作出; y = /0c) 呢？如果作中了几个 
/U)， 怎样保证 /U) 连续甚至可微呢?这是很难办的事.读^可能以 
为这时/(之> 是“多值函 数”. 但是，从函数定义来看，对一个 z 只能有 
—个； y， 所以不能说多值函数.多值函数只是几个函数合起来“方便的 
说法”.这种“方便的说法〃会引起不少误会.本书的目的之一正是要消 
除这些误会， 
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FCxi — 4 - Ajy ) — 十 Ar) ) = 0 . 

由于 F 在 C / 中可微， 

0 = + FCjt , , ji ) 

— F ^^： ^y^Ajr-j-FyC^ty^^y-hoCfi ), 

其中 

p=-J ^ j : 2 + Ay 2 ^ I Ax I H- I Aj< f. 

由此得 

FxCxit3f 1 )A 1 rH-Fj,(xityi)A3/=A|AjrH- |y| ) + 

而当 f -0 时， A — 0,換言之， 

CFt(xi r y') 士 A 〕 Ax+ CF^Cx! T ： Vi)±A 〕 A3f=Q. 

因为由假设 ， yi )>0, 对于充分小的 a 和扒即对充分小 
的 Ajf ， A ： y 和 p ) 我们有 

\M<^F f y U lf yO* ) 土 ;^ Um ) > 0. 

因而 




F^pCi ，: ) 士 A 

K (^ J±x 


(上式的分母不为0,这样才能算得出 g 如上).令 Ar - 
— 0,因此故而 A — "0,即是说 

F’A 文 I *yQ 


fixO 

由 A 的任意性即得定理之证. 




现在把所得到的隐函数的微分法则用于最简单的所谓 
“条件极值”问题.这个问题在多变量情形的推广正是重要且 
有趣的条件极谭理论，遗憾的是我们在这里不可能再充分展 
开讨论. 


我们现在来研究在某个区域内的可微函数 FU ， y ) 且将 
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把量 r 视为自变量而把 j 视为 T 的函数，这个函数是由关系式 
由(: r ，： v ) = 0 (19) 

在某个区间1>，6]上定义的，这里也可微.这也即是 
说，实际上是由上述复杂的方式给定的一个自变量 
I 的函数；不论是在数学分析屮，还是在应用屮，经常要研究 
以这种复杂方式给定的函数.现在来求芪间 b 上定义的 

函数的极值. 

按照一般理论，这些极值(相对极大值和相对极小值）应 
当使 f ( A30 这个函数的导数变为零+这也即是说，我们应 
当使已知函数2 = fu ， 3 0 对 z 的导数为零，这时当然要把 
视为由 （19) 式所定义的^的函数，即应该令函数=对: T 的所 
谓 “全” 导数 为零： 


OF . OF d V _ 
dx dx ^ dy 


( 20 ) 


在此方程中 g 及 g 都是 X 和 y 的函数.为确定 g ， 我们 
当然应当应用隐函数的微分法则.定义函数 j 的关系式 （19) 


给出 


dv 3 jc 

d ，_ 翌 

由此，方程 (20) 可化为 


3F 油 dF 八 

~— —— - — 0 ^ 

3 y dx dy 

此方程连同方程 （19) 一起使得能确定所有"临界的”数对 
即任何使^ = 0的点.进一步的研究我们在这里就 
不能再讲了. 
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积 分 


弓1言.一积分的定义.——可积性条件.——几何应用与 
物理应用的格式——与微分学的关系中值定理.——广 
义积分.——二重积分一^二重积分的计算.——积分的一般 
思想. 

积分学最初是与微分学无关地独立发展的.只是 
到了 17世纪末，当送两个分支都已取得了相当的进展并且学 
会解决——各自以自己独特的方式——大量的几何和力学的 
问题时，才完整地揭示了它们之间存在着的深刻的关 联：它 
们的基本课题是无穷小分析的两个互逆的问题.积分与微分 
相互之间的关系如同加法和减法一样. 

这个历史的时刻通常被当作是当今称为数学分析的这门 
学问诞生的日子.实际上 + 也正是从这个时候起，它们之间 
有牢不可破的原则性的联系 f 这一思想成了推动不仅是微分 
学，而且也是积分学的主要杠杆.两个分支都得到了飞速的 
发展 • 特别是积分学从此有可能从个别的分散的问题的解法 
转向创立充分强大的一般方法. 
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把数学分析的两个基本分支互相联系起来的历史经历是 
很独特的，这一点在当今数学分析教科书中还有反映，即对 
它们的系统阐述有两种不同的讲法：有一些作者为了逻辑完 
整性，把函数的枳分定义为微分的逆运算，另一些人则相反， 
在回顾了熟知的历史发展后先认定两种运算是彼此无关的， 
只是后来才建立了它们之间的相互关系*当然，从上讲， 
毫无疑问我们可以选择两条道路中的一条，但 从实參 i 讲，看 
来很难，甚至不可能断定这两条途径中，哪一个奋争另一个. 
问题在于，许多地方，实质上是几乎所有一切，都取决于学 
生的需要和 兴趣： 谁对数学逻辑上、思想上的兴趣高于应用 
和实际的兴趣，谁就可能赞成把积分学作为微分学的逆运算 
来导人，因为他自己可能按数学家的习惯，在研究了微分之 
后就去考虑它的逆运算是什么样的；反之，对应用方向感兴 
趣的学生则可能舍弃这条 路径； 当他还没有看到逆运算对哪 
些具体问题有益时，对逆运算的研究自然地对他而言是意思 
不大的. 

枳合的走又.积分概念的产生和它的价值得到逐步确 
定， 是由于有一系列几何和力学问题，其中必须对函数进行 
某种解析运算，而这种运算的内容又都是某种完全确定类型 
的极限过程.这类运算的性质你们当然是熟悉的，设在区间 
04] 上给定某个函数 / Or >. 我们将此区间分成《部分，并 
且以 


a = a < a < a < …< <i b 
来表示分点.在每一个医间 a ] G = 1,2, …, n ) 中任 
取一点匕，将函数 在点& 的值乘以相应区间的长度 ^ 一 
再作出所有这些乘积 的和： 
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n 

2,⑹ h 山 ⑴ 

现在我们设想，我们已经有了区间 [〜&] 的所有的类似的分 
划， 并且已用任何可能的方式来选择点& ( 同时数》—区间 
分割成的子区间数——也可以是任意的），也即得到了所有可 
能的和 （1). 我们以/来表示在已知分划中最大的子区间 
的忮度.如果存在这样一个数/，使得和（1>当〗 一 0 
时总趋近于/，而无论采用的分划怎样以及点匕的选择怎 
样，则此数/就称为函数 /( d 在区间 [ a ， 幻上的积分并表之以 

准确一点的表 述是： 数/称为函数 / CO 在区间上 
的积分，如果对无论怎样小的 e (>0), 都可以找到另一个这 
样的正数夂使得对满足条件〖 < 5的区间，幻的任何分划 
以及对任意选择的点匕都有 

1 1 — — ^k~ 1 > [ < ^. 

无论如何，我们看 sJS 里谈的是一个独特的且是十分复杂的 
极限过程；这个极限过程很难于描绘为是对哪一个自变量取 
的极限 （如 同我们通常所做的那样）；可以把〗认做这种变量 
C 并以符号〖— 0来刻画这个过程)，但在此不能不 看到： 我们 
对之取极限的和 (1) 并不是量/的单值函数，因为显然有无穷 
多种不同的分划都相应于同样的 /值， 而对于选定的分划，还 
可有无穷多种办法来选择匕，为使极限 J 存在，需要和 （1) 的 
值的整个集合对于充分小的/都同样任意地接近于 J . 

作为积分基础的过程屮的这种复杂性带来了某种不便， 
因而在一般的理论体系中以及在具体的应用中，上述定义所 
要求的极限/应与分划的性质和点 e * 的选择之间无关，虽然 
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可以得到严格的证明，但因其形式上的繁冗，讨论起来时常 
十分麻烦.这就是为什么在许多现代的表述中都采用多少有 
些变化的途径来定义积分，而在开始的时候什么样的极限过 
程都加以避免.我们现在来阐述这个新定义（当然，它与前 
述定义是等价的） 

设 / U ) 是区间 [a 3] 上的任意的有界函数，我们分别以 
A / 和 m 来表示其上、下确界.对于区间 OA ] 的任意分划： T 我 
们以和叫来表示函数 / U ) 在区间 D ^_ lf x t ] 上的相应的 
上、下确界，且令 a =4(1 其次，再令 

n tt 

S T = 2 * 5 r ~ 

+ =i t=i 

这也即是说，每一个分划 r 都对应着确定的“上”和 5 t 和确 
定的“下”和打.这里显然有& 

因此对任意的分划: r 都有 m ( b ~ a ) Ks T < S T ^ Mib — a ). 
这也即是说以这样的方式取的上和 Sr 以及这样的下和 .叶的 
值的集合都是有界集合. 

k . 

•* 

7 = J /(r)d^r. 

[> ， ( kkkkkkam fk 

这也即是说，任何已知区间上的有界函数都有上、下积 
分-这两个积分都是某个集合的确界，你们看到，其定义中 
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不需要任何极限过程. 

轉轉 / U ) 轉神 t 、 了 f ' 轉料 f ， 

kk . 

_ _ 

X = J /(x)dx» 

/or) 

…从这个•定•义•中 Wk 我们要•的我们需要一些 
完全初等的辅助命題.我们规定说区间 i >， q 的分划 r 是分 
划 r 的一个力 jj _， 如果分划: r 的所有分点都同时也是分划 
: r 的分点般说来: r 包含有 r 中所没有的新的分点). 
引理 I . 如果： r 是分划 t 的一个加细，则 

St h hS ?m h ^7* 

实际上，当把分划： r 变成分划： r 时，了中的小 g 间 
也进一步被划分成小区间，故和心的每一项 A/*A 
被代之以一组项 的和： 

S 恥 A’ 

r -=\ 

其中厶,都是这些小区间的长度，而则是函数 
/U) 在区间进一步分划成的小区间上的上确界.因为显然 
有 所以 

2 M k A kr < A /* 2、=私么， 

r=l f=l ■ 

即用以代替私么的一组项之和不超过 i^A*， 而因为这对任 
何々都是成立的，所以 S r . < 完全相仿地可以证明第二 
个不等式. 

引理I， 对区间 i>4] 的任何分划 r ! 和丁 2 ,都有 
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实际上，把两个分划和 T 2 的所有分点合起来得到了 
第三分划 r， 很显然，它是分划: n 与 7 、 中的每一个的加细. 
但对这样的分划很显然地有因此由引理 I得 

Stj ^ Sy~ ^ sr ^ Sf 2 1 

此即为需要证明的. 

引理I的直接推论是 
引理I . 对任何有界函數,7 > f 

实际上，因为任何一个下和叶都不超过任何上和 St ■，因 
此所有下和打的集合之上确界^不得超过所有上和 Sr 的集 
合的下确界I 

现在令~表示由分划: T 把区间 [a ，6]分割而成的小区 
间的最大长度. 

引理 IV . 若对任何 e >0 都存在着这样一个 A >0,使 

得对任何分划，当 /r <4时，我们就有 S r <7 + q 叶 >/-€. 

这个命题有时简单地表 述成：当心 — 0 时心 — 7, .v — 
/■ 只要不把心和打理解为4的单值函数，这种措词就不致 
招致误解. 

证明.不影响讨论的一般性，我们可以假定当《 < z 
^ 时 /U) > 0 (我们总可以对 /U) 加上一 个充分大的数 A 
而达此目的，同时所有的积分及和都增加 AQ —«)). 依照 
下确界的定义存在着分划7\,使得 Si<7 + f. 以 X ”工” 
表示区间 [>/] 在此分划下的内分 点®, 并设 M 是函 


①译者注.我们总是把 E 间1>，幻的端点也算成分点，即边界分 
点-就是说，我们总令 <3 = J ：0 t ^ 
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数 / U ) 在区间 O A ] 上的上确界.最后，设而分 

划 r 是区间 |> j ] 的任意一个适合6 < 1的分划.我们来证 
明7 + E . 

为此目的我们把分划 T 所分割成的子区间分成两 组：第 
—组是可以整个地放在区间 1>* 一 + A ] (1 < A <幻之 
中的那些子区间，而把其余的子区间放人第二组（图 25) .相 
应于此，和心也分成了和 W AS - h 在和私中的所有项的 
第一个因子都不超过 M ， 同时每一项的第二个因子即区间长 
度的和不超过 2 «A = 因此 



从另一方面看，和 *57 中对应于分划： T 的包含于区间 
内的部分(图 25), 如果含于内有几个这 



图 25 

样的区间，每一个小区间相应于 S / 之一项，其第一个因子不 
大于 A /*. 而这样几项的第二个因子的和不大于& — = 

迄，因此之相应于含于的几个小区间的这几项 
加起来不大于 MA t 而把相应于 ，…， ， 
的这些项加起来，即有 

n 

S-j- ^ ~ St^ 

这也即是说 卜 1 . 

Sr —St -hSr^Sr +^r 0 < ^ + 7 + -|- —? + 
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这即是我们想要证明的. 

字幸类似地可以证明命题中第二个不等式 - 

设函数 / U ) 在区间上可积，则此时对无 
论怎样小的 e >0, 都存在着这样一个正数; U 使得对任意的 
满足 A 的分划 T ， 不论怎样选取 (Ay € ^ 

(1 <々€«),我们都有 

JC 

其中 t J = I /Ot)dj~. 

实际上 / 很显然地，因为不论在相应的子区间中怎样选 
取 L 都有 

成 > M* a^k^n), 

所以 

H 

s t ^ < * S " 

但从另一方面，由引理 w 对相应充分小的 /r 的任意分划有 
I — e — 7 一 e <C, s T ^ St + e = / + e, 

把这些不等式与前面相比较，我们得到：对相应充分小的 / r 
的任意分划， 

ft 

/ ' e < 2/ 

这即是所要证明的. m 

容易看出，逆定理也成立.实际上，如果对于充分小的 

b 的任意分划以及对任意选择的点&，和 $；/(&> 厶可任意 

1 

接近于 L 则对这样充分小的心也将小于/ + q 另一方 
面，总有心>7,由此得7</ +〜这就表明7</,因为 e 
是任意小；类似地可得因此有了 <1. 由此依引理 I ， 
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7 = / = Z ， 即函数 fU ) 在区间 , 6 ] 上可积 - 

这也即是说，我们这里给出的积分的新定义完全等价于 
原来的定义. 

注.从引理 IV ， 很明显地可以 推得： 如果我们以叫= 
M k - 叫来表 示函数 / Or ) 在区间上的振嗥， 则罕 
想使函数 / U ) 在区间 04] 上可积，必须而且只需和 * 

■ 彆 *_4 * p 4 •**«•«•* 

n 

U 叫么 St ' (2) 

是字兮个 Rrtiff/K 
' 最后 S 滏诒荜鏟出的可积性的必要 
充分条件用起来还是不太方便，因为多数情况下对于具体给 
出的函数不容易直接判断和 (2) 的性态+但是，借助这个准则 
很容易建立对于多少相当广泛的函数类的可积性的一般条 
件 ■ 

我们现在沿这条道路走下去. 

我们首先来证明： 

实际 i 二蠱遙续性 （第 •三•讲•定•理‘ 4 : m 
67 ki ，\ f 每_一_个正数 e 都可以找到这样一个正数 A , 使得函 
数 JX 工、 在长度小于 A 的任意区间上的振幅都小于 e . 但此时 
对任何卜< A 的任意分划7\和 (2) 中的所有的叫都将小于 
E , 因此 

rt it 

y ] <° k^k < e 2 = 一 43 ) ， 

即和 (2) 当卜充 分小时可以任意小，正如我们了解的，由此 

可推得函数 /Or) 在区间 〔a 必]上的可积性- 

间断函数是否可积？容易从例子中看出是可能的，甚至 

容易在这方面找到一些一般的规律性， 例如： 我们来证 明：在 
, * 
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区间上只有一个间断点 c 的有界函数 / U ) 在此区间上 

今 ♦(无 论尚的 •性 ♦质*怎’样)： . 

_ _为此我们以 p 来表示函数 |/(D 丨 在区间上的上确 

•界，#选取任意的正数 e . 在区间 [M — 志]及|> +会4]上 
函数/⑴ 连续，因此我们可以再找这样一个正数 A ， 使得函 
数 / M 在任何长度小于 A , 而且整个落在 [a —告]内，或 

者 [c + g , 幻内的区间上，振幅都小于现在令了仍是使得 
/ T < A 的区间 [ aj ] 的任意分划，在区 间山中 一般说来可能 
有—些整个地落:在上面提到的两类区间之一，而也可能有一 
些，至少是部分地落入区间+ (图 2 S >, 对于第 
—类型的区间和 （2) 中的振幅叫小于 G 因此相应于第一 



类型的区间，和 （2) 中的部分小于—对第二类型的区 
间，关于 / Or ) 的振幅叫，我们只能断定其不大于2广但因为 

所有第二类型的区间整个地属于区间> —A 一 g + 

A ]， 所以其长度的和不超过 f + 2 A ， 因而和⑵中与之相应 

的部分不大于+ 2^) = 2 e + 4^. 把它同我们上面得 
到的和 （2) 的第一部分的估计式合并，我们就得到，当心< A 
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时有 

/t 

As — a) + 2^ + 4A/J. 

因力 e 和 A 都 i 可以任意小的，所以此即确定了函数 / Cr > 在 
区间[>，6]上的可积性- 

我们有意如此详细地进 行了这 个并不复杂的讨论.这里 
重要的是要找出证明的基本思想:和 （2) 之所以变彳导很小是因 
为；1〉在函数连续的区域上 f 了 f 因子叫是很小的（一致连 
续性！）以及 2) 包含间断点使竽因子的和也很 
小，由此得知， （2) 的两个部分都很小，整个和也很小. 
现在容易朗白（当然也可严格证明），函数/化〉在区间 [ a ， A ：] 
上即使有任意有限多个间断点也不会改变其可积性，只要它 
仍是有界的.相 反地， 要是间断点占据区间[>，幻的部分过 
大，则函数就有可能不可租.例如： Dirkhlet 函数（第三讲， 
第53觅）在每一点处间断，它就在任何区间上也不可积.实 
际上，在任何区间 A 上， 对该函数而言叫=1,因此 对远间 
0,6] 的任何分划恒有 

rt n 

XI ~ = h — a . 

*=i 

我们所讨论的一切问题在下述命题中得到了圆满的解 

答 . 

定理.要^吏有界函数 / co 在区间 0 A ] 上可积，必须 
而且只需满足以下 条件： 无论对于怎样小的 e > 0,区间 
[a 上所有的使函数 /0 O 的振幅超过 e 的点都能够包含于 
有限多个区间之内，而这些区间的总长度不大于 e . 

证明. 1) 设定理的备件得以满足.令4,心，…，九为一 
组区间，它们包含了所有（使 得〉 在其上函数 / OO 振幅超过 e 
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的点，在此令 f 其余的区间我们表之以 

心.因为往任&区间4的任意一点上 /U) 振幅不大于 g 则 


由第三讲第75页上的定理，该函数在这样一种区间上的振幅 
将小于只要这种区间整个地落在区间 A 之中，而且其长 
度充分小.现在只要再认定区间 la . h -} 的分划所分出的子区 
间么是任意池充分细 < 即具有充分小的卜).按照第1 W 页〜 
第160页的格式进行讨论，卽把和 （2) 分成两部分，其一是整 
个 E 间 A 都属于区间 A 之一，其二是哪怕只是部分地落人 
区间在之 一 ，我们容易得出，和 （2) 的第一部分小于 — 
«) ，而第二部分不超过 2 ^^ 2 nl T ) ，其中户为函数 j/(x)[ 
在区间 |>，A] 上的上确界，而《是区间在的个数.选择 e 及卜 
充分小〔这祥一来，我们就可以使得和 (2) 任意小，这就是所 
要证明的. ^ 

2) 设 /( d 在 E 间！>，幻上可积且设 e 是任意的正数.我 
们可以选 取因间 幻的这样的分划，使得相应地有籾 （2) 小 
于 A 现在要注意和 （2) 的所有项都非负，因而当我们从中只 
保留叫> e 的项而剔除其余的项时，和不会增加.这样 一来， 
即有 

n 

f ^ 2 ^ £ y a ， 

*= 1 

由此得 

但包含于上述和中的区间乌很显然地包含了区间 [« ，6]上的 
所有使函数/(了）的振椹超过 f 的点（因为这样的点不可能属 
于使得叫€ e 的区间这也即是说,我们所要证明的定理 
之中的可积性条件确实是必要的. 
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从所证的定理特别地可推出区间[>， 6] 上的年_乎 ， f 
实际上，如同我们在第三讲中所看鈿鉍，*無侖 
ikAAi 蠢在已给区间上必然有界. 其次， 我们已经看到，无 
论对于怎样小的£> 0,区间 0,6] 上的便得该函数有> e 的 
振幅的点的个数应当是有限的.但有限多个点总能包含于有 
限多个区间中，且这费区间的长度和可以任意小.这即是说， 
我们刚才证明过的定理中所谈到的可积性准则，对每一个单 
调函数必然满足. 

几舛左与 fta 在用的格式 • 我们所研究的积分概念， 
只与一定形式的和密切相关（或者用极限的思想或者用确界 
的思想> 而与微分学的任何概念都不相关.你们都了解，它 
有大量的几何应用和物理应用.当然，我们在此不必停留在 
这些应用上，既不必讲这些应用本身，甚至也不必列举其中 
最重要的来举例.但是，对我们来说很重要的是要注意这一 
切类似的应用中所碰到的独恃的且相当精细的逻辑特点，这 
些在原则上非常重要的特征，在教科书中通常强调得不够. 

例如： 讨论计算图27上所示的"曲边梯形的面积，它 
的上方是函数 /&) 的图形，为简单计我们通常总设 / Or ) 为 



图打 


b 
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正且连续.当然，你们都很熟悉这个问题，以及如何借助于 
积分学来求解它.但是，我们来认真想一下我们现在在逻辑 
上处于什么地位.要计算某个图形的面积，很显然地，只有 
当面积概念本身有明确定义时才有意义.现在，当我们在寻 
找可以计算图27所示的曲边梯形面积的方法时，我们已经掌 
握了那种定义吗？我们已经明了打算进行计算的那个量的确 
切定义吗？当然没有.我们了解的面积定义只是直线形（多 
边形）的面积以及圆的某些部分的面积 f 以曲线 J = 为 
边界的梯形，一般说来，同圆没有任何共同之处. 

不了解所求的面积是什么，我们怎样来计算它?于是—— 
比什么都更奇妙的是^ "尽 管我们甚至不知道我们要计算的 
是什么，这个计算竟然成功了！问题在于，实际上在这里提 
出和解决的问题要比简单的计算更为重要；我们同时既定义 
了曲边禅形面积的概念，同时又找到了计算此面积的方法 - 
们断定我们图形的面积等于阶梯形式的直线形（图27中给 
出了 一个〉 的面积的极限时，则这个断言不是定理，而是我 
们的曲边梯形面积的定义.试图证明这个断言是无意义的.反 
之断言所说的极限在或那样的条件下（例如；在函数 
/( d 连续的情况下）存在则是它是可以也应该得到证 
明的.任何这类几何的和物理而南题，恰好都有这样的逻辑 
特性；不管我们是想计算曲线弧的长度、旋转体的体积和表 
面积，还是已知力在已知路径段上的功等等，所有的情况下 
讨论的都是想寻求某个概念的定量的度量.而在此之前只是 
对某些最为简单的特殊情形这种定量的度量才是有定义的. 
问题在于，要给出这个概念以适当的一般定义，这个定义中 
同时也就包含了相应于这个概念的数量的求法. 

现在我们要问：上面所列的几何问题和物理问题（当然， 



166 


第六讲 


还有许多其他 问题） 有些什么共同特征使得有可能同样解析 
地解决这些问题，且在所有情形下恰是以积分作为工具 ，同 
时既从逻辑上定义所求的量又同时给出其数量的估计，关于 
这些基本特征可以指出两点.在所有的情形待求的量都与某 
个区间|>,幻有关；该量"分布”在此区间上且随着区间的变 
化而改变. 例如： 在图27上如果用另外的区间代替区向 
[ a ,6] (当然，要保持函数 / Or ) 不 变〉， 则我们就得到另一个 
面积值 i 对力所做的功，若动点在不同的路段上，则功也不 
同等等.另一方面，在每 一个具 体的问题中所研究的量都取 
决于一定的函数 / Or ). 在图27中这就是所研究的曲边梯形 
上面的边界之点的纵坐标，而此点的横坐标为 I 在计算功时 
这是离开计算起点距离为;^处的作用力的数值等等 . 这也即 
是说，要使我们所研究的这类何题得到确定的提法，首先必 
须给定某个函数 /( x ), 以及某个我们的问题与之相关的区 
间可以指出，我们要给出其定义，又要计箅其数 
值的那个量是3个元素的函数 Vif,a,b), 它们是可以彼此无 
关地选 取的： 函数 / Or ) 以及 fl 和6是各自独立的.容易看出， 
可以应用积分作为解决上列所有问题 (以 及其他许多问题)的 
方法，基本上是由于该关系 7(/; 心 6) 具有下述 性质： 

1) V 作为区间的函数，是可加的，即当 aOO 

* + ♦ 

时， 

实际上，图27所示图形的面积如果其定义是合理的，则 
当把区间分割成子区间从而曲边梯形也被分割成小曲 
边梯形，曲边梯形的面积显然应等于小曲边梯形的面积之和. 
对于旋转体的体积，则当我们将其旋转轴分割成小段时，应 
等于在每一小段上分布着的旋转体的体积之和，力在已知路 



‘积 分 


167 


径上所做的功等于在对路径进行任意分划时在该路径的各个 
区段上所做的功之和，等等. 

2) 如果函数/匕）在区间! >4] 上为常数： f(x) = C， 则 
有 

V(/ } a^) = Cih - a). 

实际上，如杲 /Or) 图27上的图形成 

为矩形，其面积等于 CO —a); 如果是旋转体的情形，则 
fix ') 表示的是垂直截面的面积，若 /U) = CU < r < 6) ，则 
我们遇到的是圆柱体，其体 积蓴于 C0_ a); 如果作用于点 
的力在路径上保持常童 C\ 则该力在已知路径上所 
做的功等于 — 等等. 

现在容易证明 * 当未知量 F 与已知元素 fOc) ， aRbm 
关系具有特征 1) 及 2) 时，则自然地可以期望，问题的解答 
是一个积分I 


K — J f CaOdhc, 

实际上，如果我们像通常一样，用分点 

^ = X 0 < JTi < **■ ■< < X, = 6 

把已给区间! >,6] 分割为子区间，则首先由性质1)， 
V ( fia t b ) = 

*=i 

如果函数 / U ) 对区间 [>*4 ，: r *] 上的任何: T 都取某个常值 
C *, 则由性质 2) 我们就得出 

VX/; 〜 1 ，文 *) = C k <jr k — .rjt-i), 

实际上，函数 /(: r ) 一般说来在区间心]上不等于常数. 
但如果该函数连续且若区间，心]很小，则该函数 /&) 
在区间上所取的值之间相差很小.在这些值中取 
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定某一个/(心）》我们可以说，在整个区间!>*-:，々]上函数 
fOO 近似等于 /( 乞），因此我们自然地认为量 
(不应忘记该量还是没有定义的）近似等于 /A)Or* — 
m>， 因此近似地有 

4 

V(f f a,^ ^ — 〜 1 )， 

其中是区间 [>*-:,r*] 上的任一点.这里我们自然假设该 
近似等式的误差当区间心]越小也就越小，即随着所做 
的分划的 G 变小而更小.但由此已经完全确定了量7的确切 
意义是 

■B ^ 

lim (A — 工 *-1) = f /(j)dj：. 

勺 ■— 0 *=1 

与欲分学的共系.在积分学发展的最初阶段，当积分 
学与微分学之间联系的巨大意义还没有以应有的程度进人学 
者们的思维视界之中时，要解答我们所述的问题，还只能通 
过把积分作为和的极限来直接计算， 

在每一个具体问题中都力求选取特别方便的分划并专门 
地挑选&值，以便在用于每个特别的函数 /Or) 时，尽可能地 
减轻和简化这种一般说来是极为繁琐的计算.有一些问题在 
很古老的时代就已用这种方法解决了，后来又增加了一系列 
的新的 成就. 但是，一直到利用微分学和积分学之间的关系 
做为计算积分的基本方法之前，所有的成果都还是零散的，并 
且每一个新问题都需要从本质上创立新方法来解决.积分学 
只有在同微分学有了密切的互相作用以后，才有了普遍适用 
的完全合格的方法. 

你们当然很熟悉积分同微分之间的联系 在于： 积分 

Fix') — J /(w)dw 
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在每一点上以其"被积函数 YU ) 为导数，只要该函数在这 
—点连续（特别地，对连续的被积函数则处处以 / Or ) 
为导 数). 证明很 简单： 如果 A >0 且充分小 ( A <0 时的 
证明类似，所以略去），则当1 一 4丨< : T + 时我们有 

/(jc> — e ^ /(w) ^ fOO + e t 
其中 e 是预先选定的任意小的正数.由此得 

hfix') — e|A | ^ J f{u)du ^.hfijo) + f |A j, 

此即表明 

/Or)—< 士 h + Y — 

由于 e 为任意小由此实际上推得① 

F ， U) = /⑴/ 

由于有这种联系,任何微分法则都给出某个积分法则，只 
要把微分法则反过来看就行了.不但如此，微分学的许多一 
般方法至少允许部分的反转而得出重要的一般的积分方法. 
例如代数和的镦分法则完全可以反转来给出代数和的积分法 
则（它通常也能从枳分的原始定义中容易地导出），乘积的微 
分法则导出所谓的“分部积分法' 这种方法的力置你们都已 
熟知了. “函数的函数”的微分法则的反转就是你们所熟知的 
更强的方法：“积分的变量变换法”. 

应用所有这些方法就可以积分大量的初等函数 （ 特别地， 
是序亨巧有理函数 h 如果说对于许多初等函数我们还不会写 
出会彳积分，则这并不是因为我们所用的方法力童不够，而 


①译者注.原书没有分 A >0 与 A <0 两种情况，这时不一定有 
j /C«)dii ^ hfijc'} + e|Af. 
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是另有原因，而且这种原因又具有无比巨大的原则意义.如 
果说求初等函数的微分时，我们在任何情况下总能再得到初 
等函数的话，则在初等函数的积分时则完全是另一回事了.常 
常是这 样的： 这类函数的积分尽管当然是存在的 ，但却 不是初 
等函数并且因此不能用任何初等公式表示.例如和 

^这样简单的函数等的积分就是这样.有必要研究这 

类新函数，但对此（至少在最初）除了利用定义它的积分来 
研究之外,没有任何其他工具+ 

中值龙级.在微分学中通常把 Lagrange 定理称为中值 
定理： 如果函数 / U ) 在区问 [ aj ] 上连续并且在其内 可微， 
则存在着该区间的这样一个内点 G 使得 

/(^) — f(.u) — f ic)ib — a) t 
—般地，“中值定理”的特征是在其表述中有某个数 C <量 z 在 
o 与 6 之间的 " 中间值”）存在 • 对于它我们只知道它在区间 
|>，幻之内，而无法更确切地描述它.在这个意义上 Cauchy 
公式以及有某种形式余项的 Taylor 公式都是中值定理.这一 
类定理也经常用几种其他形式来表述；说成是区间|>，《 + 
H ， 而把位置未定的内点表示成 a 丁他，而定理中关于数5 
只说有双边不等式0 < <? < 1 f 在表述中服从于双边的不等式 
0 < 0 < 1 的这种不确定的数的出现也是中值定理的一种典 
型特征. 

中值定理在积分学中的作用在任何倩况下都不小于它在 
微分学中的作用.其中之一的所谓的“第 一 ”中值定理你们 
无疑是很熟悉的.在最简单的情况下，它断 言:如 果函数 / Or ) 
在区间)>，幻上连续，则有 
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J /(： r ) cLr =/( c )0 — a )， （3> 

其中 c 是区间 [ uA ] 中的某个点.该命题可直接应用 
Lagrange 定理于区间 [ a ， 上的函数/^(：3：) = j " /(«) d « 来证 
明.下面的关系式比较更为 一般： ° 

怕⑺一幻 <£/U)dLr<M(ft — a) (a <6) ， （ 4) 

其中 m 和 Af 相应地表示函数 / Or ) 在区间 [a j ] 上的下确界 
和上确界+这个关系式对任何有界的可积函数 / U ) 都成立， 
但是，即令该函数连续，等式 (3) 因为点 r 的位置未知，使得 
在用它估计其中的积分时作用也没有不等式 (4) 大. 

“第一”中值定理的更为一般的形 式是： 如果函数 〆 d 
在区间0必]上处处非负，则 

J /(^)?<j ： )d^ = / <c)j (5) 

其屮 r 仍表示区间 j >，0 的某个没有准确确定的内点，为方 
便起见我们将把函数 / U ，） 和？ < x ) 当作是连续的并且假设 
pO ) >0 为证明公式 (5) ( p (^) = 1的特例就 

是公式 (3)) 只要在区间 [a j ] 上对函数 

= J 少 Cr) = j * $<«)dw ， 

应用 Cauchy 公式就可以得出 


y (雄* — ⑽一 FUO Ff(c) 

Vod 工 

J ^ 


f (s)qKc) 
< pCc } 




这就是公式 (5). 
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但是，所谓第二中值定理则是更为精细的解析工具，我 
们现在来研究它.该定理的对象也是积分 

| ( 6 ) 

但它仅当被积函数的两个因子之一是区间上的单调函 
数时才成立.设函数^0>对^<0：<6为非负且不增.像通 
常一样，我们对区间进行分划: T 并保留我们通常的记 
号，我们来证明积分 (6) 是和 

/(i)clr ⑺ 

当 / r — 0时的极限*实际上，我们以户来表示函数 I / Or ) j 在 
区间 04] 上的上确界且以4来表示和 （7) 与积分 (6) 的差， 
我们由函数？的单调不增的假设将得到 

\ A \ = | pj " WO —办) 〕/0 r)<Lr 

ft 

*叫 

^ /^rC^ia) 一 〆&>〕， 

因而有 

△ —►0 (当 / r —0 时). 

注意到这一点，我们现在用 Abel 引理来改写和 （7)( 第 
四讲，第110页） f 令 

| = A k (A = 0， 1 … *k )， 

我们得到 

S = S 辦 *)[* = 2辦。(山一山 - I ) 

i=l 」1 土 =1 

n— 1 

— 2^* — #心+1)〕+ i 

*=i 


( 8 > 
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我们现在分别以 M 和 w 来表示函数 

|V(«)d« (9) 

在区间 a A 上的上、下确界，很显然地有 • 

(0< k ^ n ) t 而由于对函数外所假设的非负且不增性质， 

公式 (8) 右边的所有的 A * 均是以非负因子相乘，则该公式给 
出 

但当 / T — 0时我们有 

外芒1 )— ?<a + 0)， 5 — j f ( xr >^( j ： ydx , 

由此得 在 

m<pia + 0) < J fix )^ Kx^dx ^ Mipia -h 0) » 

或者若 〆 a + 0) ^ 0 ( 的 2 + 0) = 0 的情形当然是平凡的）则 
有 

^+ 0 ) jy (部池 < m ， 

但连续的函数 (9) 应当在区间|>，幻的某个内点^处取其两确 
界间的中间值，即这些不等式中间一项的值，由此得 

J /⑴办 > djc=^a + 0 )j AjOdx ( a < 芒<办乂〈10) 

此公式也即构成了我们特定条件下的（当函数 pCr ) 是 
非负且不増的 函数， 而 / U ) 是任意的可积函数）第二中值定 
理的内容. “中值 1在此很独特地成为一个积分限. 

如果依然假设函数 f >0 r ) 非负，但这次却是不减函数，则 
令工=厶_ 3 ,， < p(b — y 、 = tpiy '}, 我们就得到 

£/0)〆 文 ） dx = /(6 — ： y)4( ： v)d ： v. 
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因为函数 ^Cy ) 很显然地非负且不增（当时）， 
则我们可以对上面这个积分应用公式 （10) 而得 

fib — = 卢 (+ 0)J fib — : y)dy 

— ffKb ~ 0) P 

其中0 < V < & — a, 因而有^ ^ 6 — 1 < ib ， 也即是说， 

此时第二积分中值定理的形状是 

J /(x>p(a-)dj： — ((Kb — 0)J/O)<Lr. 

最后，我们将设函数 ^Cr) 是单调的，例如是不增的，但 
关于其符号我们将不作任何假设.因为函数 fCr )— — 0) 
在区间[>,6]上非负且不增，则应用公式<10),我们得到 

j — ^pih — 0 ) 3 c 1 jt — 

Cp(i3 -h b ) — tpib — 

由此得 ' 

/(x)dx+p<*—0)J^/C^)djr. 

这就是一般情形下第二中值定理的表述.特别地，若函数 
似 在点《及6处连续，则有 

j^/(^)p(jr)dx — ^<a)| /0)d$ + 

(a<J <b\ 

户夂秩分.我们现在应当注意到对积分的原始思想的 
两个最重要的 推广： 带无穷积分限的积分以及无界函数的积 
分. 在两种情形下谈到的都是积分思想本身的实质上的推广， 
它们不是简单地把原有概念用于新的情况，而是对原有的构 
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造积分的方法再添加一个新的补充的极限过程.广义积分已 
经不再是确定形式的和式的确界或极限，而是通常积分的极 
限. 

你们了解，符号广 ， f 以及广分别定义为 

J a J —J —w 

fb fb 

lim ， lim » lim 

a — w?Ja a 

fr—► 

为要更好地研究这些推广的基本思想，我们限于简单的 
特殊情形.设函数 /( 幻是正的且不增（当:时 ）（ 图找). 



图28 

在几何上积分 

J /(^)cLc 

可用图沾上阴影部分的面积来表示.当6增加时该面积也増 
加.当 + oo 时它要么无限增加，要么仍为有界因而趋近 
于某个极限.这个极限我们称之为广义积分 

J /(^)dj：, 

可以用由 Oar 轴及曲线 / Or ) 为界的自 a 向右的阴影 
部分的面积来作其几何解释，尽管相应的图形是无限延伸的. 
这面积却可以是有限的. 
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第二个推广的最简单的情况是无界函数的积分——尽管 
它所解决的完全是另一个问题，但从实质上同刚刚讨论过的 
问题几乎没有区别.这一点可以十分简单地看出来，只要注 
意到其几何特征可以通过把图28沿^ Qy 的平分线作一个镜 
面反射而简单地得到.例如若函数 / Or ) 当在点 a 的附近变为 
无限时，则 

可以定义为通常的积分当 e — + 0时的极限（图 

29). 你们知道，这里所讲的 
又是图形无限延伸时面积是 
否能陚以确定的值的问题. 
这个图形像第一种情形一 
样*只是摆法不同，是竖着 
摆放的，此外，你们看得出， 
作为近似面积这里取的是与 
第一种情形不同的另一种图 
形，但所有这一切当然地都 
没有本质的意义. 

在一般情况下，即函数 /( W 的性态是任意 的®, 广义积 
分的定义仍然如此，尽管已经不能用如此简单的几何图形来 
解释了.当相应的极限存在时，就说这一个广义积分存在，或 
者说 f 事冬，或者说咚參.也即是说，这样或那样的义积 
分的命金4问题始终 iA 个函数的极限存在 问题. 极限理论 



①当然，在无界时所说的应是 / Cr > 在其一个点附近无界的情 

4 * 


形， 



积 


分 


177 


的所有的一肢的命题因此也对广义积分成立.特别地，有 
Cauchy mm , 很显然，它在此处的形式 如下： 

在区间[二毛上对任何有限的 b >a 都可积， miri ： 积分 

«_4 **««•«* * * * 義* 暑* »_ 

r+w ■ 

收敛的话，必须而且 只需： 对于无论怎样小的 E >0, 当&和 

• * * • •**••• »_«««««_ • 嗇 

IJ V(:)h <； e. © 

同样地有下述两个重要的定理，正如你们马上要了解的， 
它们是级数理论相应命题的完全的类比. 

1. 々•卩手宇 a < JT <+ CO 时同时 /( JT ) 

和 fcefe 有限 e 间 i>，d <. h > a ) 上都可积， Mk 积分 

* ******* 命鬌 ，* * * * » 



咚努押 ff 考 

f 4^- 

j f{a:)Ax 

' '该定理可以称为“积分的比较法则”且与“级数的比较法 
贝 IJ ” 完全类似（第四讲，第86 页）， 且同样地该定理的证明你 
们可以毫不困难地由那里阐述的思想为基础而独立地进行. 

2. 从积分 

* 4 * 

| a (11) 

①这里以及今后为方便计我们只讲一种广义积分，但是所说的 
- —切在作了相应的改变以后（你们当然容易自己找出）都可移置到所有 
’― 其他类型. 
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㈣ 轉哪 f 料 

| /( ： r)cU' (12) 

^ 奋全理很显然与第西讲中（第92页）相应的定理完全类 
似且可以与它完全相似炮证明.并且如果积分 (11 ) 收敛的 
话，我们也说积分（12〕是绝对收敛的. 

借助于这些定理容易建立更多的时常遇到的积分的收敛 
性. 例如： 从积分 

+00 dx 
1 x 2 

的收敛性(直接观察）由定理1可推得积分 

' hcD | sin x | t 
1 oc 1 ^ 

的收敛性，从而由定理 2 可推得积分 

sin X, 

的收敛性（且同时又是绝对收敛的）.如果在定理1中选取不 
同的正的函数（预先知道其积分收敛）作为函数 〆 d 的话，则 
它可以给出一系列的正的被积函数积分的直接的收敛性准 
则，而借助于定理2则可以对带任意符号的被积函数的收敛 
性建立相应的准则.毫无疑问，这些准则中有一些你们已经 
熟悉，我们将不去谈论它们.然而我们却要研究两个不是广 
为人知的更为精细的准则，因为其中讲到的积分可能不是绝 
对收敛的（由此看出，顺便说一下，这些准则不可能从1中 
所述的定理导 出〉. 

法则 I + 设函数 〆 : r ) 单调且 limpa ) = 0,而函教 
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/O) 則是使得 j * /(w)dw = Fix) 当: r— 0=5 时是有 界的. 此时 
积分 

| + ^ x )/(^) d ^ (13) 

收敛. 

实际上，由第二中值定理当《 <^^<^<+00时，区间 
ib lt b z ) 有这样的内点义使得 

f 2 #_ r )/<_ r ) d：r 
A 

— 抑1 + 0)J:/(:r)dj ： + <pih z ― 0)|:/( 丈)心 

= pih, + 0)CFm - FCbO^ + 

Tib z - 0KF(b 2 ) - F(m. (A) 

因为当仏 — 时，由定理的条件，+ 0) 和 
< p(h - 0) 趋近于零，同时我们所遇到的函数的所有的 
值都有界，所以上式的右边趋近于零，从而左边此时也趋近 
于零，由 Cauchy 准则积分 ( i 3) 的收敛性得证. 

例.积分 

(14) 

收敛，可直接从准则1推得，只要令= id ，/ Or ) = 
sin x. Fix) = cos 1 — cos jc 即知.但是可以很容易地证明积 
分 (14) 的收敛性不是绝对收敛. 

法则 I . 如果函数 Wx ) 单调且有界，则从积分〈12)的 
收敛性可得积分 （13) 的收敛性. 

力证明起见再应用第二中值定理：在 (A) 中的第一个等 
式中，当6 〜 — oo 时量 + 0) 及 < pih t — 0) 都有 

界，同时由 Cauchy 准则及积分(12> 收敛性的假设，两个积分 




180 


第六讲 


都趋近于零，这就表明此时左边趋近于零*由此又据 Cauchy 
准则我们判定积分 (13) 收敛- 

例. 设 /( r ) = 且 < pU 、 = arcun x ， 我们从积分 
(14) 已证明的收敛性得出，积分 

f 100 sin a : arctan 〜 上- 

Ji ^ X 


也收敛. 

二重枳分，作为积分学基础的那种特定的求和过程也可 
以成功地应用于多个变元的函数.在大量应用领域，特别是 
在力学和物理学中，这种多维的积分或者如通常所称的 
“重”积分，起着相当大的作用.这种积分的理论与通常积分 
理论比较，没有原则上的新东西，但从形式方面讲却是很繁 
冗的. 

今后我们限于二维的情形，并简要地说明我们在本讲开 
姶所阐述的思想怎样在几乎毫无改变的形式下，可用于重积 
分的定义，然后证明其一系列的性质. 

现在我们设有定义在坐标平面0町上的某个有界闭区 

D 上的有界二元函数 s = fU ， y ). 设 A / 和 m 是函数 
/( U ) 在区域 D 上相应的上、下确界，区域 D 的面积我们约 
定仍用字母 D 来表示.与我们在一维的情形所做的相类似， 
我们在这里也将研究将区域 D 分成部分的各种分划 T . 当 
然，我们这里的情景要比以往复杂得多 * 在一维的情形，不 
仅基本的区域是区间，而且我们将它分割而成的小区域都是 


® 闭区域即包话区域的边界点在内的区域+译者注：有羿闭区域 
上的连续函数具有和闭区间上的一元连续函数一样，是一致连续的、能 
取最大（小)值和一切中间值. 
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区间.而我们现在要研究的情形，不但区域 JD , 而且还有我 
们分割成的那些小区域在，…，4可能形状完全不同，对 
于一个理论，对所有这些区域的形状尽可能不加任何限制，这 
是有益的.当然，重要的只是每一个这类区域都有确定的面 
积且任何两个不同的区域 厶和厶 的公共部分 （ 即相互的边 
界） 的面积等于零.除此之外，我们将不对分划 T 提出任何 
特殊的要求. 

像一维情形一样，我们设和叫相应地表示函数 
/( U ) 在区域厶上的上、下确界.像以往一样，我们设 

St — s T 2 m t A t t 

其中在当然表示同一符号所代表的区 k 的面积.像以往一 
样，我们显然有 

mD ^ ^S T ^ MD t 

因此所有心的集合下有界，而所有叶的集合上有界.设7和 
L 分别表示所有的和&的集合的下确界以及所有的 和打的 
集合的上确界.我们在这里将称这两个数分别为函数 / Or，W 
在区域/>上的上积分和下积分， 

如果 7-= Z ， 则称函数 / U 力）在区域 D 上可积且其积分 
等于 .• 

7 = 1 = 1 — 

作为这种“二重”积分的全部理论的萆础是一系列命题， 
完全类似于我们在一维情形所有过的那样.我们现在只简单 
地研究它们，仅只诳明它们与我们前面已经有的情况有所不 
同的地方 . 

因为缺少更为方便的术语我们约定称基本 E 域 D 分成 
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的那些部分…，4•为我们将称属于某个网眼的 
所有可能的一对点之间的距'离_的上确界为已知网眼的 |[f. 
对每一个分划 r 我们将以 A 来表示网眼 A，4, …，4/的_直 
径中最大的一个.很显然，这个量在这里应起到如同量心在 
一维情形下所起的那种 作用. 最后，我们将说分划 P 是分划 
t 的力I如杲分划 r 的每个网眼都整个地属于分划了的某 
—个离目 k 的话. 

现在我们来建立4个辅助命题，它们与我 们在一 维情形 
下所有过的4个引理完全吻合. 

引理 I. 如果分划: r 是分划 r 的加细，则有 

St 1 ^ iSj'f st , ^ ^r* 

证明可以逐字逐句地从一维情形搬过来 * 

引理 I. 对任何两个分划:^和： r 3 ， 

St ' > 

我们对一维情形所给的证明可以完全重复一遍.要说明 
的只是如何作出另一个分划 r, 使之成为两个已知分划:^和 
T , 中每一个的加细.我们简单地就把那些属于分划7\的一 
个网眼，同时又属于分划 r s 的一个网眼的所有点的全体作为 
分划 t 的一个网眼.把乃，: r 2 的所有这一切网眼两两组合之 
后我们就得到了分划 t 的全部网眼.依照加细的定义，很显 
然地分划： r 同时既是分划乃的加细，又是分划: r £ 的加细. 
引理 I . 7>1 

此命题如 同一维 的情形一样，是引理 B 的直接推论. 
引理] V. 无论对于怎样小的£>0,都存在着这样一个 
数沒 > 0,使得对任何满足要求 A < 5的分划7% 

Sr <^. 7 ~h £ ， St — 已 . 

简单地说，当心 — 0 时和 &趋近 于其下确界，而和打则趋 
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近于其上确界. 

该命题的钲明原则上也同我们对一维情形的证明没有差 
别，但是由于这里网眼的构造更为复杂，为了保证形式上的 
完美，我们更加详细地讲一下. 

首先，因为7是作为所有的和 &的下 确界而定义的，则 


必存在着一个分划 7 V 使得< 7 十 | •设在是该分划 
的任意一个网眼.平面上距此网眼的边界不超过 S 的所有点 
的全体，很显然地构成了围绕该边界的一个“环”一样的东西 
(在图30中该“环”的边界用 
虚线标出）.不难证明当5 
充分小时该“环”的面积近似 
等于2况,，而误差对于茂是 
高阶无穷小量，其中&为网 
眼围线的长、设 

自 hd ， 

此时由所作类型的所有的 
“环”的总体构成的面积 
将不大于汾 L (它可能更小，因为“环与 “环” 之间可能相互 
重叠)，现在设 r 是满足办 <3的任意分划.这个分划的网 
眼我们可以分成两组：整个地属于的归入第一组，而其余 
所有的则岿入第二组.和心中相应于这两组的部分，分别表 



①不言而喻，我们在这里已经暗含了对分划的网眼一个要求，而 
比当初更苛刻…点，这里，我们应抿定每个网眼都是单连通的，具有有 
限长的边界.遗憾的是限于讲义的篇幅我们不可能更详细地讲述这些. 
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示成我们分别来估计每一部分.在此，正如在 一 
维情形一样，不影响讨论的一般性，可以设在整个区域 Z > 上 
有 


^ 0 . 

因为在和*的每一项中第一个因子不超过 M , 而包含 
于中的网眼的面积和不超过区域 A 的面积(正如我们看 
到的，不大于 23 L )， 故有 

斯 < 2 ML $, (15) 

至于构成和 * S 俨中的网眼，则其中的每一个都整个地属于分 
划 T , 的某一个网眼厶.实际上，第二组中不满足此要求的网 
眼 A 就必须包含某一个网眼4的一个边界点但作为第二 
组的网眼， △ 不可能整个地属于包围此边 界的“ 环' 因而还 
应包含位于此“环”外的点 Q ， 但这样一来，点尸和 Q 之间的 
距离就将大于 A 更不用说网眼 A 的直径了，这是不可能的. 

如果在的每一项中以来代替 其第一 个因子，这 
不会使变小，这里 A /* 対应于分划7\的网眼厶，这网眼 
的一部分就构成了分划: T 的网眼厶（第二组）的已知项中，另 
—方面，由于函数 / U ， 30 非负，则以此方式得到的不减的和 
将很显然地总不大于这样一来 

斯 < 5 ro < 7 + y . 

把这个不等式同不等式 (15) 合井考虑，并选择数 L (迄今为 
止，5还是任意的）使之小于我们就得到 

S T — St* 11 + + 7 + |<c7 I + e. 

用完全同样的方式可以证明当满足条件 A < &时，有# > 
h 于是引理 w 的证明完成. 
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定理.如果函数 /( ajO 在区域 D 上可积，则对任意的 
分划了当办充分小时有 

| 2八&，7*)么 一 / | < 

*=1 

其中 e 是任意预先给定的正数，而 （6, %) = 1，2,…，》)是 

网眼 厶的任 一点. 

简单一点，我们就说，和$/(&,%) 厶当办 —0 时趋近 

于积分/,这里的趋近，对于^切可能的分划 r 以及一点 
h ) 的一切可能的选择方式，是一致的. 

为简单计我们通常以 Zr 来衷示该和，从很明显的不等式 
m t < < M k 

对任何分划以及任意选择的点(&，％)有 
? r ^ Sr ^ 

这就表明，由引理 IV T 对于充分小的，有 

十音， 

由此得 l ^ r'/J < e . 所证定理的逆定理也成立且其证明也 
和一维的情形完全一样. 

收敛性的普遍适用的必要充分准则 

ii 

5 r — s T = ^ O }^ -► 0 ( d T -► 0) 

的证明同过去 一样： 

1) 若此准则成立，则由不等式心 >7 叶(对任意 

分划），对充分小的 有 1« S T — S T <i 由此据£的任 
意性得 1 = 1. 

2) 如果函数 / Or ，： y ) 可积，则由引理 W ，对充分小的 A 
我们应有 5 T < / + €, 5 r > / — €* 由此得心 一 V < 2 e . 这 
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就表明当办 — 0时心 一.”_ — o . 

最后，连续函数的可积性里可以用与一维情形完全一样 
的讨论来证明.在这里仍然是这样一件事实成为该证明的基 
础： 连续函数始终具有一致连续性（在有界闭区域上，即包 
含其边界的区域上)， 

二* 和分的计苒. 我们在前面讲通常的积分 C 即非广 
义积分）时已经讲到过，作为积分定义基础的求和过程，如 
果我们试图以它为工具来实际迸行积分计算的话，几乎不会 
给出什么，但是我们当然更不能期望二重积分的计算可以仅 
借求和过程而得以方便地进行. 

在通常的积分中，我们看到了，积分的强有力的一般的 
计算方法只有利用积分学与微分学的关系的途径才得以产 
生，对于二重（以及一觖的多维情彤）积分而言，也可以发 
现这种关系，但是，二重积分的最一般和最有效的计算方法 
是将此问题化为两个逐次进行的一维积分，而这是我们熟知 
的.我们简单地研究怎样去做， 

设在其上定义有连续函数的区域 D 是这样的区 
域： 任何与坐标轴平行的直线与 D 的边界最多相交于两点 
(图 31) +我们为建立函数 / U , J ) 的积分/所做的区域的分 
划7%可以具有任何形状的网眼，只要其直径可以任意小就 
行.我们现在以平行于坐标轴的直线网来进行分划，因而网 
眼将是长方形（那些分布在 区域乃 的边界附近的除外).我们 
自左至右以彳, ， f 2 ，…来表示平 行于… 轴的直线的横坐标， 
以 … (自下而上）来表示平行于 Ot 轴的直线的纵坐 
标，而分别以《和6来表示区域 D 上的点的横坐标的下确界 
和上确界，分别以 : y = 和 : v =於(: t ) 来表萊区域 Z ) 的 

下边界和上边界的方程，而以伞来表示由直线 I = 
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文= y = 7) 为界的 网眼. 最后令乞 —h =心， 

7^ — ? v -i — k Jf 因而有 = 一一如果网眼 Av 是长方形， 
即不在区域£»的边界上. 

如果所有的都充分小，则 A 可以任意小，且积分 J 

与和 

S = 2]/( d )4) <16) 

的差可以任意小，我们先不 ； 

管那些位于區域 D 的边界 
附近的不方便的非长方形的 
网眼.以来表示数中 
最大的.以直线 
■ r = 6为界的条形中可能在 
上面或下面有非长方形的网 
眼.在图32中图示了这种带 
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形的上边界为界的网眼的例子.这种网眼（图32屮它们共有 
3个）我们用斜线标出，完全位 于某一 个袄方形内，这长方彤 
底边长等于仏 f 而高很显然地不超过叫+ 25,其中叫为函数 
只 ( x ) 在区间 [$4 上的振幅（该长方形在图32中也画出 
来了）.如果 d 充分小，则由函数仍 ( W 的一致连续性，任何 
叫，以及任何叫 + 2 S 都可以小于任意小的正数因此图32 
上所描绘出的这类非长方形的网眼的面积之和将小于 汍， 
因而整个区域 D 的边界的上边的带形中的网眼之面积和小 
于 很显然，对该边界的下边的带形中的 

全部网眼也能得到这个估计.因而所有的“不全”的网眼的总 
面积不超过 2 e (6 _ a ), 从而在和 （16) 中相应这些网眼的部 
分，其绝对值不会超过 2 M(h - a)e (其中 M 为函数 1/ U ， 
30 j 在区域 D 上的上确界).因此这一部分的项之和当 d 充分 
小时可以任意小.所以在今后，只对长方彤网眼来作和（16)， 
于是对任意分划，当 A 充分小时，我们仍然有|/-^| <€, 
现在就有 

如果我们固定二组确定的值…/并无限减小所有的差 
~ Vj ~ Vj - i ， 则内层的和 从； 将以积分 

J 

rW 

」W 

为其极限-为方便起见，我们将此积分写成 F($)， 即一般地令 
p fia: t y)dy 

(积分时把: r 当作常量，因而把 /0 r ， y ) 作为单一变量 j 的函 
数来积分).我们可以取 t 这样小，使得对任何/都有 
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々广邮)丨<% 

由此得 ' 

2 /(d) 卜一 < €k t 

且 ， 

爲 I = I* 5 - i 

! J 'r I 

— £ib — a) t 

最后，对充分小的和乂很显然地可以任意趋近 
于极限 ^ 

J FO ) d _ r . 

这样一来，我们看到,对于适当选取的区域 D 的分划，所有这 
3个差： 1 -^, 3 - 写;尸 ( f T 从以及^]厂($,汍一 £ FCr ) d 工 

都是任意小，从而其和 J — £ F (： Odx 也是任意小.但是/ 一 
£2^:0( ^是不依赖于任何分划的.因而它应当等于零.这即 
是说，我们得到 


f(j：,y)djrdy 

*1 




这样，计箅二重积分确实化成了两个逐次进行的通常的积分. 
内层的积分当然与: T 有关，但已经是与 y 无关的了.当然，不 
用我们所选的积分顺序，也可以取相反的顺序；这个附注有 


时具有实质性的实际意义：因为可能发生这样的 事情： 交换 


一下积分次序，我们可以得到相当容易积分的函数. 

和分妁一教蓦 •• 本讲就要结束了，在最终结束它之 
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前，我们还想从更一般的观点来看一下任何一种积分过程的 
基础，而不管是通常的积分或者多维的积分甚至更为一般的 
以及抽象的积分. 

我们首先是涉及某个空间的确定的区域 D . 同时这里的 
术语“空间”应当在非常广泛的意义下去理解.它可能是直 
线、平面以及我们通常的三维空间，甚至任何多维空间以及 
完全另外的空间.我们不打算在这里给出这个术语的一般的 
定义.对我们的目的而言，重要的 只是： 首先，空间的任意 
两点之间是以确定的距离分开的.其次，我们所研究的区域 
D 及其部分 （ “网眼”）具有确定的延斤孛，这个延伸度视空 
间的性质而可以是通常的长度、面‘、_成积等等.为通用起 
见我们将简单地称之为我们空间相应部分的“测度' 

现在设想：在区域 D 上分布有某种物质.希望这个字眼 
不致吓倒你们——我们不打算亨冬物质这个词所表明的概 
念.对我们而言，物质就是亭，•宇 

了个¥兮4^¥寧宇印了學它竒么喜齒*、电‘蠱 
i 二二朱筒晶；殳芬布于已知区域上的量, 
例如这可以 fe 在某个已知的时间段内降落到某个平面区域 D 
上的降雨置+毫无疑问，对于建立我们的数学对象而言该物 
质的性质无关紧要.对我们重要的仅是我们所研究的区域乃 
的每一部分 d 上该物质有 一个确 定的量 Foa ). 当区域 d 用 
一个分 划了被 分成若干部分(“网眼时，钧质的总量 f ( d ) 
都是由在每一个网眼上的物质的量相加而成： 

f ( D )= F ( Ai ) - j - F ( d 2 ) + …+ 尸 （4 J . 

在我们所讲的形式格式的任何现实的解释中，区域 D 中 
一定点 P 处的物质的“密度”概念都起着本质的作用.从数 
学方面讲，我们马上就要看到，可以由微分过程来定义.若 

* 4 
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4是 S 域£>的任意一个部分，具有确定的測度 m 山则自然地 
称比^为该物质在区域4上的 f f . 这是物质位于区 
域 A 上每个单位延伸度（测度）上的平均的数量.现在设尸 
是区域 /) 上的任 意一点 * 如果我 们用一 个直径很小的 
区域 d 来包围该点（在我们的空间中任何区域的直径都是完 
全确定的，因为任意两点、之间的距离已有了定义），则物质在 
该微小区域 △ 上的平均密度刻画了该物质在点 P 附近的稠 
密的程度.而如果这个平均密度，像我们假设的那样，当区 
域 d 牧缩于 点尸时 （ 趋近于确定的极限 /( 尸） ，则 
我们将称该极限 /( P > 为该物质在点 P 处的密度.所有物理 
上的物质——质置、电荷等等的密度都是这样定义的.我们 
看到，物质的密度 /( P ) 是我们 空间的亭的函敎；两物质的总 
量 F (山则是亭誓的函数+可以说，函蠢刻画了该物质 
在区域£)上莩» (即关于区域的）分布而函数 /( P ) 则是 
刻画了—序 （•即 •关•于点的）分布，如果给定函数厂(山，则可 
以由它 ik 某种擎兮过程而得到函数 / XPX 微分过程的实 
质，从原则上说，_^好是直接定义其为对某个现象 i 整体的 
刻画转为，部的刻画* 

但是 SE 在若相反地假定在区域 D 的每一点 P 都给定某 
种物质的分布密度 /( P )， 并要求确定出包含于该区域上的 
物质的总量 F (£>). 这个问题就是最一般形式下的积分问题： 
从所研究的对象的局部刻画转向其整体刻画.为简单起见，设 
函数 /( P ) 在区域 D 上连续（我们假定此区域是有界的和闭 
的，所以也就是一致连续的)+为解决我们的向题我们此时将 
区域£>分成直径很小的网眼4 ， A ， … ， 在每一个网眼迄 

中选取任意的点尸是比的极限，即令 J 直径无 
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限减小时的极限.这里 d 始终包围点尸*，因此，如果网电厶 
很小，则 

卿 

其中《是任何预先给定的正数*由此得 

F(At) — emAt < 厶 * < F(Ai) 4 - tmA k> 

而将这些不等式对々求和，我们得到 


F ( D ) - € mD < F ( D ) + tmD , 

由此当网眼直径无限减小时取极限即得 

n 

这样，我彳门看^!， 1 对已知函数 /( P ) (分布密度），量 
F ( Z » (即物质的总置）实际上是借助于我们熟悉的积分过程 
来定义的：细分区域！>成为网眼厶，选取点/ V 对所有的网 
眼构造形如的乘积并求和 * 最后是求此和当网眼 
的直径趋于零时的极限 

这輕，从我们的非常一般的观点看来，积分过程对于无 
论什么样的空间，都是知道物质在所考虑的基本区域 D 之每 
—点的密度以后，再确定分布于这个区域上的物质总董的方 
法.任何这种方法都与某个（解决逆问題的）微分过程不可 
避免地有关联.微分过程的目的就是已知物质在每个区域上 
的分布数量时求物质分布的局部密度.完全可以充分准确地 
列举出所有基本的前提，并在此一般的抽象基础上建立积分 
理论.这时通常的积分、二重积分以及其他专门的积分都成 
为 这种一 般理论的特殊情形，其最重要的性质就一劳永逸地 
由这个_般理论所确定，而不需要再对每一个个别的情形去 
证明了. 
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函数的级数展幵 


&数作 为研究函数的工具.一^幂级数展开.一多项式级 

数， Weierstrass 定理,-三角 级数. - Fourier 系数,一— 

平均通近-——三角函数系的封闭性.——具有有界可积导函 
数的函数之 Fourier 级数的收敛性 • ——对任意区间的推广. 


A 致作泠臂 教妗 工其.当我们给出正弦和余弦其 
最初的几何定义时，这些函数的一系列最重要的性质我们都 
是从其定义中直接推出的.后来对这些函数引人了通用的记 
号 sin x 和 cos : r, 但这些《解析表达式”当然对了解它们所表 
达的函数不会增添任何新东西，完全类似 于:以 /U) 来表示 
DirichUt 函数时，我们对该函数的性质并不多了解任何新东 
西 一样. 但当我们稍晚些时找到了三角函数的新的解析表达 
式，即把它们表示成幂级数 


sin x = 

cos x — 




的形式时，则我们借助于这巷表达式就可以很容易地建立起 
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这呰函数的一系列性质,这些性质从其最初的定义中是完全 
不能得出的或者只有通过很复杂的途径才能得到.首先是这 
种展开使得我们能够以原则上最简单的方法对自变量的任意 
值来计算三角函数的值.在第三讲中我们讲到过对于解析表 
达式的过分迷信所隐含的危险性.实际上，在应用科学的代表 
者中间时常遇到这种现象的有害的后果，对此已在适当的时 
候谈过,但不能排除在现代数学家中有时也会遇到另一个极 
端，可能带来的危害 也不不:这 就是对解析表达式根本上藐 
视，实际上反过来导致对函数毫无办法、束手无策. 

对于解析表迖式，如果我们一开始就以主人的身分对待 
它，而不是做它的顺从的毫无头脑的附庸，如果我们只把它看 
作是——服从于我们的目的和意图的研究函数的工具——则 
它在这类研究中可以起到巨大的决定的作用，并且能带来 
很多的好处.此外，应当认为下面的情况是正常的、自然 的：当 
一个数学家需要研 究一个 确定的函数时，首先就要寻找这函 
数的方便的解析表达式,从表示一个函数的这种解析工具的 
细节中，在多数情况下都能给出最合理的方法来找出该函数 
我们所需的性质. 

从作为研究函数的工具这个意义上讲，在各种有力的解 
析工具中按其简单，灵活、明确以及使用的方便而言，毫无疑 
问第一位的应属于函数级数.这个最重要的解析工具的思想 
很简单:我们想要研究的函数可以表示为其他的更为简单的、 
容易研究的函数的序列（即表示此函数为级数的部分和)的极 
限.如果这个部分和在整个所研究的区间上完全趋近于所研 
究的函数，则我们就有理由从这个近似的部分和的性质来估 
计所研究函数的一些性质——尽管只是近似地研究,特别地， 
会对自变量的某个值近似计算这些部分和的值，我们同时也 
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就有办法近似计算所研究函数的相应的值. 

用什么样的函数作为我们的展开式的元素最方便、最适 
合呢？即选什么函数作为表示所研究函数级数的项，最便于帮 
助我们研究函数?对此问魉，我们当然不指望有唯一的答案适 
用于所有情形.这几乎完全取决于所研究的函数的性质以及 
我们对睡数所提出的问題的性质，只是必须指出，有几种最重 
要的函数级数类值得推荐起这种作用，因为每一步都可以应 
用它们，这样就自然地要求创立相应的一般理沧.这里首要的 
是平學其中展开式的元素是自变量的整数次幂——首先 
是条長 i 数次幂，和手 f 學 f ( 其元素形式力土 kx 舞 
其中6 = 0山2,…).'彳鱼蟲/在稂多情况下，作为展开式的元 
素更方便地并不是选这类最简单的，万能的”函数，而完全是 
另外的函数，尽管不是这样简单，但是按其性质而言，同所研 
究的函数有着更为密切的联系（例如所谓边界问题中的“特征 
函数”).一般地讲选择展幵式的形式的基本指导原则应当是 
不抱任何偏见，这样就能在最大的程度上在每个个别问题上 
考虑到这个问题的全部特征-以下，我们只简单地讲一下与关 
于函数展开为幂级数和三角级数有关的原则上最重要的问 
题、 


革级教 表开.我们知道，幂级数的收敛域总是某个区间 
(可以是开的、闭的或半开的），此区间以一 r 和^为端点.函 
数 / U ) 应当具有什么样的性质才能在该区间上有收敛的展 
开式 


呢？我们知道，函数 /( d 当然应当在开区间卜上连续 
(第四讲，第110页）；但这还远远不够.我们首先来证明当 
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一 r <: r < r 时函数 /( x ) 应当在点: r 处有导数，同时我们还要 
汪明：该导数尸 Or ) 可以表示为幂级数 

它是由上面给出的级数逐项求导而得出的，并且它也在 
开区间（一 上收故 在证明中霈要始终注意到，无论 
/( W 的导败的存在性，或者级数(1>的收敛性，我们都没有 
预先给定，因此这两件亊实部是应当在讨论过程中证明的. 

-设 M < r 且设 p 是介于卜|与 r 之间的任意的敗当 
jA | </>— |; c | 时我们有 | x + A |</>< r 且因而有 

fii + ft ) — + 办）"， 

# — 0 

由此得 

/Or + A)—/O) tti (j: -h h) m — 3C n 

a — _ k — 

= SAh ^ +〜( A ), 

其中设 

= ga 声 + S 二 -乂 

因为 — 

( 二 h | = l<x+fe)"^ + Cx+A)^ • 

〈，- 1 + … +1 W 1 
，一 U~IV fT 
™ p —\^\ < p — 1^! * 

故当 AI <^ — | x | 时有 
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但/><「，因而上面的不等式的右边，作为收敛级数 
I； 的余项，对充分大的 JV 会变得小于任何任意小的 

k 数 t 这也即是说，如果 at 充分大且 , 则有 

| 尺 〆 A ) l < e ， 

且因而有 

Suih 、 一 e < /(T 十 2 <SM) 

如果我们现在固定 W 不变而令 A 趋近于零，则和很显 
然地将以和 

S N — 2加"广 1 

为极限，因而上面的式使我们可以断定，量 

/ u +\_/ u > 的上极限和下极限与量&之塞都不会大于 

e， 因而它们彼此间的差不会超过 2e. 由 £ 的任意性可得出这 
些极限彼此相等，即 

Um /Cx+A 广 /u) 

k-*o h 

存在且与和的差不大于 

这里只用了唯 一一 个条件 * 即 W 充分大.但这即表明级数 
(1>收敛且 有和尸 U). 这也即是说，我们已完全证明了命 
凰 

这样一来，以幂级数来表出的函数应该不仅连续而且也 
应可微 • 但这还是小事.我们刚刚 看到尸 U 0 是用收敛于 
< r 的幂级数来表示的；根据刚刚证明的定理，在开区间 
(一 r ， r > 上处处都应存在着二阶导数尸 0). 继续讨论下去， 
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我们就得出结论：在某个区间内以幂级数表示的函数应当在 

* kkl 4 二 +4 

s 奋竒 佘点 尚二 f ( W ) Kilji 舲数，此级数是从已 
知的级数重复进行相应次僉的逐项求#而得到的.因此 

h :0 M 

fix ) = y 7 o ) =工广、 

， pi ^] 

且一般地有 


/ ( i , U > - S w ( rt — !>"(» - * + 

在此式中令^=0, "^们就得到 

f ^(0) = k 1 

由此得 

—广 (0) “"、 

(々 = 1 ， 2，-“K 

这样我们世就同时早-了函数的幂级数展开的唯一性且找出 
了该展开式的 m 数 ikkk 个函数在: r=o .时的善备春数值表 
达的式子*这也即是说一般地 有:如 果函数 / u > 能够展开为 
幂级数，则此展开式的形状一定是 


^=0 - * 

这即是所谓 Madaurin 孕參. ♦ x = a ~\~ h ， fia - hh ) =^< h ) » 
并且把它当作 A 的函数我们就得到 


n，0 




再回到原来的记号，我们得到更一般的 Taylor 级数: 

• • 


/( 一 一 • 


⑶ 


把所有这些事实同我们在第五讲中说到过的 Taylor 公 
式和 Madaurih 公式进行比较，问题会变得特别地明了.在 
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那里我们没有讲到无穷级数；我们把 

札 u ) = /ao - S ^ 

称为已知的 Maciaurin 公式的余项并研究了其当 x 为龙穷小 
时的性质.现在我们看到了就是这个量的性质决定了函数 
/Gr) 展开为幂级数的问题.但在第五讲中我们假定了《是固 
定的而让1趋近于零，现在则相反地我们应当选定某一个7 
值并且固定它，而令软《无限增加.条件 
lim — 0 

很显然地是公式(2>成1的必要而且充分的条件.通常，一 
个函数是否可以展开为 Madaurin 级数，是要通过对余项的 
研究才能证明的，而余项又有多种形式，从中又要选定某一 
种.这些余项形式中，有一些我们在第五讲中已经讲过.这 
些形式中的哪一个对此目的而言最为方便一这当然完全取 
决于我们想要展开的函数的性质. 

正如我们在上面所看到的，想在某个给定区间上展开为 
幂级数的函数，应当在该区间的每一个内点处具有任何阶的 
导数.反之，因为具备这些性质的每一个函数在该区间的每 
—点 a 附近都可以形式地写出 Taylor 级数 （3) 来，则就产生 
了一个诱人的假设：各阶导数存在这_条件对于将某一函数 
展开为幂级数也会是充分的.但是，这是不对的，首先，可 
能有这样的情况：对于已知函数形式地写出的 Machuriri 级 
数 (2) 对任何都是发散的.但是，更加有意思的是这样 
一种情况，对某个函数所建立的 Maclaurin 级数是收敛的， 
但它却可能完全不是以此函数为和，而是以另一个函数为 
和.这种情形的一个例子已经成了经典的例子，它就是函数 



容易算出，当^=0时函数本身以及它的各阶导数都变为零. 
因此其 Madaurin 级数的全部系数都等于零，所以这级数的 
和对^的任意值都为0而不是如上式所示的函数. 

顺便说一下，由此得出，我们已经看到，已知函数展开 
为幂级数的方法只有一种 t 但反过来任何收敛 的幕级 数就决 
不只是一个函数的 Maclaurin 级数，而是无穷多个函数的 
M^clatirin 级数\实际上，设/( X )是某个幂级数的和，该级 
数正如我们看到的，是 /(x> 的 Macleiurin 级数，很显然地， 
这时函数族 / Cr )+^^ Or ) 中所有的函数都以这个级数作为其 
Maciaurin 级数(其中《为任意实数，而则是我们上面定 
义的函数).当然，这族函数中只有一个能用此级数(即 
为该级数的和）. B ' 

多項式级敦， Weierstrass 史《+ 因为幂级数的部分和 

序列是次数逐步增加的多项式，则任何能展开为幂级数的函 
数 /( x > 都可以近似地用多项式来表示而精确到任意的程度^ 
更确切地应该这 样说： 如果函数/化>能用幂级数来表示 ，〆 
收敛半径等于 r , 则对任何正数 f < r 以及对任意的 £ >0^ 
存在有一个多项式，它与 /( W 的差对区间[―上的膊^ 
的: r 都小于 e (我们不能对区间 （一 r , r ) 断定这一点，尽管 
还是开的，因为在开区间上一个幂级数的收敛性可能是术 V 
致的）.回想一下我们在第五讲中讲到 Taylor 公式以及 
Maclaurin 公式时说到过一个函数通过多项式来近似表达的 
问题. 

但是，如果任何能够展开为幂级数的函数都能用多项式 
近似到任意的精确程度，则逆命题至少是并不显然.如果在 
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一个区间上，函数 /( J *) 可以用多项式表示到任意预先 
给定的精确度，从这一点出发，很显然》还不能得知此函数 
在什么点上能展开为幂级数.这个说明有着重要的原则性的 
意义.实际上，函数的多项式形式的近似表达是我们赖以研 
究这些函数的最重要的工具之一.从另一方面讲，我们 r 
解， 幕级数 展开只对较为狭窄的函数类可能，莛至具有任意 
阶导数的函数还不能全部包含在这个函数类中.所以 p 可展 
为幕级数，这本身就是一个十分苛刻的要求.这也即是说， 
如果可以用多项式近似表示是函数的幂级数可展开性的必要 
条件的话，则这种（十分珍贵的）可展开性是只有很狭窄的- 
类函数才具奋的. 

实际上事情是另一种情况.原来一个函数可以在某个区 
间上用多项式近似表示到任意精确度的必要而且充分的条件 
只是它在该区间上的这也就是说，甚至处处不可微 
的函数也可能有这样表示.连续性的必要性当然是很 
明 显的： 能够以多项式近似表示到任意精确度的函数是多项 
式（当然是连续函数）的一致收敛序列（即是一致收敛的级数 
的和）的极限，因而根据熟知的定理（第四讲，第103页）也应 
连续的.至于这个必要条件同时又是充分条件，这件事 
钦学分析的最深刻的、最重要的事实之一，它就是著名的 
iorstrass 定理的内容.我们来证明这个定理. 》 在此，正如 
要看到的，我们要从离题稍远的地方谈起- 
我们来研究积分 


CD 现在熟知该定理的许多各自不同的证明.我们在此选用-个 
从方法论上说最有意义的 iE 明- 
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h = J^o - u z rdu- t 

很显然，对任何《 = A 都是正数.我们時积分区域 

分成两部分，即分别来研究积分 

「十，专 、 

= j (1 — u z Tdu t 

它分布在区间（一上（当&很大时是一个很小 

-V n V n 

的区间），以及区间余下部分上的积分 

L„ — f _x (1 — u^TdUi 
J ， S 

从实质上是两个积分的和，分别分布在相应的区间（一 1, 
— 以及 ( i ， i ) 上.当《无限增加时， / C rt 的积分 K 域 

收缩于0点，反之， L 的积分区域则扩大且趋近于覆盖整个 
区间[一1，1].我们现在来证明，尽管对根大的 n 值 ，匕的 
值几乎就是/„的值的全部，而积分“的值却仅仅占这个值 
的可以略而不计的一小部分.当然，这是因为当《很大时被 
积函数（1_« 2 广只对很小的值才多少有显著一些的值， 
而对相对较大的 U 丨值，被积函数都是微不足道地小.该0 
数的图形可见图33中. 

引理.当 n — oo 时，, y ^^ O . 

因为这两个关系式中的^ 一个都7艮明显地是另一个的推 
论，所以只要证明其中任何一个就足够了. 

在积分乙中，被积函数很显然地当时达到最 

大值 (1— 因为积分区域是区间[一 hi ] 的一部分，所 
以有 
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“<(1-« - 3广 * 2. 


从另一方面讲，很显然有 


广丄3 

L > ) U ^ a - u2ydu> 


(1 — • rt 


因而有 




<1—十 n 


1 — 户」 




ffi 大家都熟悉*对任何 j ： 尹 0 有 l + i< e % 最简单 的证 明畢求 
函数 P — I — _ r 的最小值. 
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或者令 

音沈' 

但当 oo 时有而此时饮〜 —0®, 所以 
lim t^—O. 

-r+co I a 

这就证明了我们的弓 I 理+ 

我们对 积分夂 所做的详细的研究对于 Weierstrass 定理 
这样一个如 此一般 的命®可能具有什么样的意义呢？在数学 
分析中，在证明具有特别大的螫遍性的定理时要应用很专门 
的分析工具.这远不是这种情形的唯一例子，而在我 们的例 
子中这个很专门的工具就是积分乙这个积分的什么样的性 
质才使得它成为证明 Weierstrass 定理的方便的工具呢？正 
是在我们所证明的引理中表现出来的性质这也即是说，您 
看到了我们所叙述的 Weierstrass 定理的这个证明，可以作 
为是数学分析的讨论的方法论上有教益的例子. 

现在我们设给定了一个在区间 [0,1] 上连续的任意的函 
数 / Or ). 并把积分 

— 一 iv _ 


①这里简单地给以证明.注意到当 r >0 时浐 = + 

…> +/，因此= 4 < — - 

2 e 5 z 

@译者注 ■ 请读者注意，存在许许多 多函数 有类似/,的被积函 
数(1一《 2 >_的性质 • 它们在三角级数、概率论、偏慠分方程甚至物理中 
应用 甚广. 直到20世纪40年代宋出现： r 广义函数论'才明白，它的 
实质即是所谓心序列.而作者这本书是40年代中写成的. 
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作为: r 的函数来研究，汽 ( r ) 很显然地是2»次多项式（因为 
被积函数是这样的爹项式).用 z / = ： r +« 来作积分变量变换， 
我们得到 


P.M = f J 二 ，(“ + 工 )(1 — u z rdu. 


设 0< a </9 <l 且 此时 

一—«<^0<^1一|9^1 — jt . 

因此如果^这样大，使得不大于数 a 与1一芦中较小的一 
个，即《一士，则有 

由此，可以把 J ^ Cr ) 的积分写成 



但若以 M 来表示函数 |/ U ) j 在区间[0，1]上的最大值，很显 
然我们有 

ilin s + n) /(u+ ^ Ki - K ' rda i 

1 = x =-* o , 

这是令时由上面证明的引理得到的.这里由于^^与 

^■无关，故该式的左边当»时在全区间|>，/9]上关于 
致地趋近于零.设 ’ 


X 


{ + | _L f(u + 工 )(1 - u & ydu — , 


这样一来我们就有 
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尸 "U) = 女厂二 /(w + 尤 )(1 -u z ydu 4- 見 u )， 

而且当 rt — oo 时在区间上一致地有 R n U )—0. 

你们大概已经猜想到，我们想找的近似表达函数 / Or ) 
的多项式， 正是如果是这样，则您应当看清楚了证 
明的下一步的 方案： 由于当《充分大时量札 ( x ) 是一致的无 
穷小，只需证明上面关于 P n Cr ) 的等式的右边的第一项在整 
个区间上趋近于 / U ) 即可，而这几乎是很显然的，因 
为积分号下的 / U 十 x ) 与 /( x ) 之差是个无穷小，因为包含 
于积分区间内的 U | 的值是可以忽略的很小的置 i M < w - i . 
以 / Or ) 来代换 fiu + x ^, 我们也就得出表达式 /( df 来代 

替整个第一项，它由我们的引理当 oo 时是趋近于 n /&) 
的 . 为要完成钲明，只要形式完全严格地进行这个讨论即 
可.最简单的是对此应用第一屮值定理(第六讲，第 m 页）， 
由此得 

_!,/(« + (1 — u^ydu = /(a: -f- dn - i)K n ， 

其中 一1<0<1. 这样一来，我们得到 

1/(:0 — P„{jc')\ — |/( 工）一 /(t + — — \ 

< — + + }R n U')\ t 

设 e >0 为任意小.正如我们已经了解的那样，对于充分大的 
«有 

|i? rt (jr) | <~ 卢)， 
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从另一方面讲，因为当 ㈤ 时^ — 1，而函数 /( r ) 在整个 
区间[0，1]上一致连续，故当充分大时 

i / u )，/ o + m 争丨<专 

这样一来，对充分大的《有 

|/(^)— P.Cjt) I <y + 

换言之，当《—加时多项式 / Vd 在区间 [>,/?] 上一致趋近于 
函数 fCr). 

Weierstrass 定理以此得证；我们只需去掉几个不太重 
要的限制：首先，我们应当从特殊的区间 [0,1] 转向任意的 
区间0/1其次，我们应当证明 Weierstrass 定理所要求的 
一致近似不仅是在整个包含于 ( a ， W ①内的任意区间 [a W ] 
上成立 (我 们的情形正是这样，因为我们的区间[>，«正是整 
个包含于 （0,1) 内的任意区间），而且应是也在整个区间[«， 
上成立， 

为迖到第一个目的，我们设 

工 - d 

办二 a (h — a)y , 

/(■r)=/〔a + (6—a)3/〕= ^jyX 
当: r 取遍区间! >4] 时， y 取遍区间[0，1]，且若函数 / Or ) 在 
区间 [〜&] 上连续，则函数在区间 [0,1] 上连续，令“< 


© 译者注.原书作[«，幻，[0,1],现改为开区间.因为证明是假 
设0<〃<^<1,而不是 0< a </9< l . 整个包含于 [0,1] 内的任意区间自 
然也有 [ CM ] 本身.而上面恰好不许可 a = 0 *^= 1 .否则 { a , 
1_心就不可能了，按109页注，这就是在 《.1)“内部' 
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.设 
a 1 - 


b——a 


b ' —a 
b——a 


卜 0<c</9<1. 


由于我们刚刚证明了对任意的00都可以找到这样的多项 
式使得 

或者改写成 


|/(x) — 尸 〆 ) | <e (a 1 ^x^b 1 )； 

但很显然地 


扎 0r)=/\(|5^) 

是关于 x 的多项式而且 与心(工) 次数相同.这也即是说，在 
任意区间 U ， d ] 上连续的函数 / Gr ) 可以在整个落在区间 U ， 
W 内的任何区间上以任意的精确度一致地通过多项式 
来逼近 * 

最后，为取消这第二个限制，我们再次设函数 / U ) 在区 
间 U ，6] 上连续，并且令 

f/(a) (a — , 

FC ^) = i /( a :) 

t /( i ) + 

很显然，函数在区间[>一1泌 +1：) 上有定义且连续.区 
间整个地包含于上面的区间内.根据刚刚证明的结论， 
它应该可以在区间心 4] 上以任意的精确度用多项式来一致 
地逼近.但因为在此区间上尸则上述事实对函 
数 / G ) 也 正确. 这样 Weierstrass 定理最终得到证明. 

该定理也可以这样 表述：竽呼爭寧竽 竽警学了竽咚亨爷 
多项式级数的和.因为例如如 Mm 
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整个区间上都小于^■的多项式 （ p , U ) 的存在是刚刚证 
明了的），则级数 

/ ? iU) + CP 3 Cx)-P 1 (:)〕 + … + 〔 PrJ-K 工 )〕+ …， 

(其各项都是多项式)很显然地在区间! >3] 上一致收敛于函 
数/⑴. 

三角 *1 美. 我们称形如 

f + 2 (㈣ nx + ^sin <4) 

的级数为三角级数.因为该级数的所有项都是以 h 为周期 
的周期函数.所以该级数的和也具有同样的周期性.所以， 
如果我们要展开为这种级数的函数不具有这种周期性的话， 
则只有在长度不超过 2 ir 的区间上寻找它的展开式才有意义. 
因为这种周期性，所有关于级数 (4) 的讨论都只要在某个确 
定的长度为 2 tt 的区间上，替如在区间 [ u ] 上进行就行了. 

我们首先提出三条考虑.由于这些考虑，在某些情况下 
把函数展开为级数( 4 )比展开为幂级数更为合理. 

1) 正如我们所了解的，幂级数展开只对于具有任意阶 
导数的函数才有可能（即令是这样苛刻的要求 一般说 来还不 
是充分条件 h 反之，正如你们将要看到的，对于函数展开为 
级数 U )， 远为平凡的前提条件就足够了，特别地，这种展开正 
如你们将要看到的，只要一个函数的导数是有界且可积的① 


①译者注.可能读者会认为凡导函数一定可积.这是一个大的 
误解，而误解的来葱正是由于把微分和积分看成简单的逆运算 t 请注 

意，黹积分的基本定理= /(*> 一 /( a ) 并不是对一切 / U 〕 
都成 立的. 它成立的了个 充分条件是尸连续. 
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就行了，同时连这个条件也还不是必要的 * 

2> 级数 (4) 的项是波状的周期函数，这个波状的周期性 
的某些特性对该级数的部分和仍能保持一般说来，这是 
幂级数所没有的特点.因此若所研究的函数表现出多少有点 
像是波的趋势(如在力学、物理学、生物学、经济学中时常遇到 
这类函数），则我们完全有理由期望，用三角级数的部分和来 
模仿该函数的性质要比用幂级数的部分和多项式更好一些+ 

3) 最后，作为级数 (4) 的项的三角函数具有一个重要的 
性质 ，它在极大的程度上使得研究三角级数或对它们进行运 
算变得容易得多，而蒂级数的项完全没有这个性质.这个性 
质就是函数系 


1 * sin /jxi cos noc (« = 1,2»***) (5) 

的所谓手其含义是该函数系中任意两个不同的函数的 
乘积在4命4度为 h 的区间上的积分都等于零 C 这一点或者 
你们已经知道，不然的话，证明起来也很容易：只要对积分 
号下的乘积应用初等三角中的积化和差公式就行了).这个 
著名的性质的重要性难于 估计： 甚至远比三角函数复杂得多 
的函数，只要它们能构成正交系，则在许多犢况下都可以用 
它们组成级数而成为研究函数特别方便的工具.三角函数系 
(5) 的许多性质都是任何正交系的蒈遍具有的性质，这导致 
建立这个函数系的完整的、独特的理论，这个理论在现在已 
得到广泛的发展，并且包含了数学分析中许多重要的、深刻 
的事实 


® 译者注.作者这里讲到的理论现在通常称为调和分析，它不但 
是当前分折数学的主流之一 * 而且儿乎在一切应用领域中都成了不可 
缺少的工具. 
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Fourier 系裊.在幂级数的情形我们已经看到,级数的 
系数很容易确定，只要知道被展幵的函数及其导数在 : r = 0 
时的值就行了.对于三角级数自然也首先提出这个问题.设 
函数 / Or ) 在区间[一上能展开为一致收敛的级数 （4). 
对等式 . 


/(^) = ^ (a rt cos noo + /'sin nx) 

乙 n=l 

的两边乘以 cosh ， 其中 6 是数列 ( M ,2, …中的一个.我们 
很容易地得知函数 /(Tkos L 也表示为某个一致收敛的级 
数*所以，对所得到的等式两边在区间 [— L 7 T ] 上积分时，对 
右边的级数我们可以逐项积分(参见第四讲，第106页).但 
由于三角函数系的正交性，该级数的所有项的积分都等于 
零，除了唯 一一 项以外，这一项就是 积分： 

J * 一 a t cos £ kx dj： = 1 + 7= Tea *， (6> 

这里我们设^ >0. 当 A = 0 时我们得到了唯一的不为零的积 
分则是 



所以一般的公式 ( S ) 也包括了这种情况（正是为此目的级数 
⑷的第一项通常才写做 !). 这也即是说，对任何 O 0 我们 
有 


| /(jt)cos hxdx = 阳*, 

或者 


= ~J / Cx)cos kx da ： ik — 0,1,2»*'0; 
以类似的方式我们也可得到 


( 7 ) 
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b k = —J /C^^sin kj： d^r Ck = 1 ， 2, …）， <8) 

公式 (7) 和 （8) 也就解决了我们提出的问题——将级数 (4) 的 
系数以该级数所表示的函数表示出来.这些公式正如你们所 
看到的，函数 / U ) 甚至一阶导数的存在都不需要.对任何可 
积函数，系数〜和&都可以通过这些公式确定.它们通常被 
称为这个可积函数 / U > 的 Fourier fWir 而由它们构成的级 
数 (4) 则被称为该函数的 Fourier 级(尽管公式 (7) 和 （8) 是 
Euler 首先得到的).但是，从这里不能得出（从逻辑方面来 
说，这里完全与我们在研究幕级数时所遇到的情形相类似） 
对我们的可积函数所建立的 Fourier 级数是收敛的，而且即 
令它收敛的话 * 则从前面所作，无论怎样也不能推出其和应 
是函数 / U ). 实际上也确实存在着这样的 情形： 对可积函数 
所建立的 Fourier 级数有时却是发散的.至今为止我们已证 
明的一切可以这样表述： 枣手® 莩宇 宇芩苧 

[― ir ,7 r ]_ h—Fotirier 级 
ft . 即它 fotkkkkkki ) •和 •“) 表示出来 •. 
iMaclaiirin 级数的情形我们得到了完全类似的结论，不同 
的只是那里我们并不待别要求一致收敛性，因为从幕级数的 
性质本身得知，其在整个落在收敛区域内的任何区间上具一 
致收敛性. 

很显然，三角级数理论的基本任务在于确定这样的条 
件，使得某函数成为其 Fourier 级数的和.对这个问题有许 
多人作过大量的研究，写出了大量的研究著作.今后我们只 
研究与此问题有关的几个最简单的结果. 

平均邋迕，但是我们首先要指出，怎样在研究一个完 
全另外的问题时会出现 Fourier 系数*现在我们设有在区间 
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[一 Ad 上有界且可积的函数 / Or ). 希望对它找出一个“《阶 
三角多项式”形式的近似表达式 

H 

"h 2 <«*cos kx /9*sin Ax )， 

△ *=i 

并 且问： 应当怎样选择系数才能使这个近似尽可能精 
确.当然，我们这样提出的问题还是没有确定性的 * 因为我 
们还没有确定以什么样的童来度置所得到的近似式是否很 
好.很明显，选择这种量有很广泛的任意性.例如我们可以 
取差 

上的上确界作为我们近似式的误差.另一个可 
用以估计这样或那样的近似式的误差的童是， 

J j/W - n n {x) |d ： r; 

最后也可以用积分 

]"貫〔/0) — iT ri ( x > yd ^ (9) 

来估计这个误差.这最后一个表达式从数学形式上讲不仅在 
理论探索中，而且在实际计算上是最为方便的，因为它没有 
用到在解析运算中时常带来困难的绝对值符号 * 我们要来讲 
讲最后这个估计误差的 公式. 与这个确定的误差值相关的近 
似方法在数学上通常称之为“平均逼近”. 

现在摆在我们面前的完全确定的任务是选择数字叫,&， 
使积分 (9) 得到可能的最小值，很显然，这个积分是 以+ 1 
个变置 ，灼 ，式的函数,因此我釕这里是一个多元 
函数的极小值问題.但是这个问题的特殊性质使得解决它时 
可以不用镦分学的方法. 

把积分 (9) 改写为形式 
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J /^0) 心 ' + J /T^O)d ； j ： — /'0r)i7,O)d:. 

以来表示函数 /( t ) 的 Fourier 系数，很显然，我们由 
公式 (7) 和 (8) 得到 

J /(a ： )J7 n C^)dj — (a^Jt + CIO) 

从另一方面讲，如果我们注意到 

J cos^ kj ： dx = ^ sin z kxdoc — 

则函数组 （5) 的正交性容易给出 

J ^ mu ) ctn {.+ +^>}- ⑴) 

比较 （10) 式和 （11) 式，并利用初等的关系式 

a /— 2^£«*= ( a * — a *) 3 — 

玲 k 2 — 2bt/3 fc = (/?* — bk、 2 — b k 2 ， 

我们得到 

J U :(： r)dx — 2^ /( j ：) J 7 )1 (^') dj ： 

=十自 C(A — h) 2 + ( 式 一 W 2 〕j 

-兀 { y 十 2 W + 6/) 卜 

因而有 

Dw - il.Orm • 

十方 + 自 〔（〜_ a *) 2 + ( 札一〜）勹 
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右边只有最后一項与数字叫，爲有关.因此我们只需要找出 
这最后一项的最小值.但因其所有的项都非负，因而只有当 
所有这些项都变为零时，即当 

= 〜 = ^k — b k (^― 1 yft) 

时，它才得到其最小值(零 h 这也即是说，我们所提出的问 
题的答案 是:辛 

A 佘会恰是该•函数的 Fourier H Ifefrilit 人 U ) 乘表示这 

* **••*•«* •擎 

个三角多项式，则有 

= f—Z 2 ⑹ 心 一 + S + 〜 2 )}. 

这个关系式同时还证明了一个很重要的命 题： 因为左边很显 
然是非负的，则我们对任何《有 

今 + 公 + V) < ~ f pix'} d^-. 

因为此不等式的右端与， t 无关，故左边的和当 N 增加时是有 

界的.换言之，对任一个有界可积函数 /0 r >， 级数 

• ***•***■• * # 


*=■1 

收敛，特别地，由此得知，每一个这样的函数的 Fourier 系数 

•曾 喻《 ■舞 

a k , h , S * 

¥些完全 All ^4 妬去法得到的结果对于 Fourier 级数 
理论有着很大的意义. 

三角在教系的封闲隹.正如我们在幂级数理论中看到 
的，同一个级数有可能是无穷多个不同函数的 MacUuHn 级 
数.对 Fourier 级数类似的现象也是可能的吗？这个问题同 
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三角函数系 （5) 的一个重要的性质紧密联系着.如果级数 U ) 
是两个在区间 [— Ltt ] 上连续 ® 的且互不相同的函数 ^ Or ) 和 
/ 2 U ) 的 Foiirier 级数，则这意味着这两个函数所有相应的 
Fourier 系数都应彼此相等，因而这两个函数的差 

/(jc) = /i(jt 〕一 / 2 0) 

在区间 [— m ] 上虽然不恒等于零 * 但其所有的 Fourier 系数 
都等 于零. 但这一点很显然由 （7) 和 （8) 等价于 命题： 函数 
/( W 与组 (5) 中的任何函数都孕字，也即是说，此时正交组 
(5) 就是常说的予 学甲 ㉒ .即还奇么添加新的不恒等于零的函 
数，使得扩大后函'数*组还是正交的.很显然，逆命题也是 
对的；如果组(5>不封闭，则添加的与组 (5) 的所有函数都正 
交的函数 / Or ) 其所有的 Fourier 系数都为零.但此时组合 

的所有函数都具有同样的 Fourier 系数(其中的《为任意的 
实数). 

我们指出，实际上组 (5) 是封闭的.换言之，任何与组 
< 5 )中的所有函数都正交的连续函数应当恒等于零. 

设 / U ) 是这样的函数.很显然，这时对任何三角多项式 
: TCr ) 有 

J /(^)T(x)djr 0. 

我们既已假设 / Or ) 不是恒等于零，为确定起见设它当 7 = « 
时 /( d >0. 这时从我们熟知的函数的连续性理论中，我们 


①如果不添加任何连续性的要求，所提的问 a 的解决纗是平凡 
的： 因为两个只在某一个点上互不相同的函数很显然地其所有的 
Fourier 系数郝彼此相同. 
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可以得到这样的正数 c 和夂使得当 一+ 

7 T ® 时有 

fU)>C t 

现在我们来研究表达式 

十挪 2 (〜) 〕 ％ 

按照二项式公式进行乘方，我们对函数7\(1)得到形如 

n 

T^Cx) = y^c r Ccos(.r 一 a)y, 

的表达式，但从三角学中熟知，任何幂 cosl 都可以表示为 
函数 

l，cos i，cos 2xt.” ,cos no: 

的常系数线性组合(证明它只需很简单地用完全归纳法乂这 
也即是说我们得到 

n 

T„<^) = yirf r cos r(x - tf> ； 

最后注意到 

cos r(:r 一 a) = cos ra cos rx+sin ra sin rj： f 

我们很显然地得到表达式 

H 

r“x)= 言十 2 C^rCos rx + 木 sin rx) f 

心 r=0 

其中知, a 是常系数.这也即是说，函数 no ) 对任何《都是 
三角多项式，因此 

仁/(工)7\(1)心 — 0 Cm = 1.2，”_). (12) 

从另一方面讲，我们想一下，对于很大的函数 7\ U ) 的性 


①很显然在我们的条件下可以认为 a 是区间[一 m ] 的内点. 
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状的基本特点如何.，因为函数 1 + a 3 s 2 U _~ 在区间[―兀，兀] 
上很显然地界于 0 和 1 之间，同时它仅当 x = a 时才等于 1 , 
则当《很大时量非负，当时等于 1 且对一切离《 
稍有一点距离的任何位置都小得微不足道.换言之，它的变 
动和图 33 屮描述的那类图形(第 204 页）是同样类型的，只 
有一点 区别，即需将区间 [— 1 , 1 ] 代之以区间[一最大 
值的位置^= 0 代之以点 ® 

由此我们下一步讨论的计划已经明朗.因为当《的值很 
大时函数 ： T „ Cr ) 在区间[〃一扪之外变为微不足道地小. 
故积分 ( 12 ) 的相应部分也是微不足道地小，因此其符号取决 
于积分 

rVur 八⑷ (Lr (13) 

J a— 3 

的符号，而因积分号下的 T „( r >> 0 以及 / Cr )> r ， 则只需证 
明： 积分 （ 12 ) 屮被我们抛开的部分按绝对值来讲是比正的积 
分 （ 13 ) 要小得多，则积分 ( 12 ) 就不可能等于零，因而也就导 
致了矛盾.我们现在把必耍的估计做下去+设 

J j 一次 

因此 1 1 ^ 

0 = = Jj + 7 2 . 

①译者注.请把这里的证明与证明 Weierstrass 定理的方法相比 

较，就知道，它们都是用的同样的技巧，只不过 （1 一 W 换成了 

r l + cosO — g)^„ 

L- ^^ J . 
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, 1 +COS (: T —g) 
2 


X—Ct 


注意到等式 i 丁^ --^ = cos 2 ^，我们得到 


/i ^ ^ cos ^ X 2^ ^ ^ c \ ^2 

— 2cJ (1 — sill 3 ^y^y\ 

但对已知的积分区域有 

O^sm ♦ 0<cos » 


I x > 2cJo(l - sin fycos I dy 


sin ^ jcos ^ dy = dz^ 


/i>4cj* 3 = — vl—sin "|"n 

而因为对充分大的 《 括号内的表达式很显然地大于+，故有 




(14) 


另一个方面，如果我们以 M 来表示函数 /( W 在区间[一)^ 
d 上的最大值并注意到在构成 A 的那两个积分的积分区间 
内 


2 x 一 a〆 ± d 
COS。—— ^cos 


2 * 


因而 


则我们得到 




d 


I Js I ^Mcos Zr> —沒 + jt + jt — a — d) 

C/ 


<2 irMcos^^^ 2^Mp n 


(15) 
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这里设 

p=cos 3 音 <1. 

因为^ + ^ = 0,故丨= IAI ，由此据 (14) 及 (15) 有 

2nMp n >^, (« + 1 )^ +1 >^, 

但这就得到我们要找的 矛盾. 因为当 0.® 因而 
不可能对任意的《都大于正的常数 

这也即是说，我们已证明了正交函数组 （5) 的封闭性- 
正如我们已经看到的，由此得出已知的三角级数 （4) 不可能 
是一 个以上的连续函数的 Fourier 级数.特别地，如果这个 
级数一致收敛，则其和是以此级数为其 Fourier 级数的唯一 
的连续函数. 

* 有有界教的甚致之 Fourier 级教的欢政往. 
现在我们来证明，任何以加为周期的具有界且可积的导函 
数的函数 / Or )， 都可以展开为一致收敛的三角级数(它当然 
是其 Fourier 级数). 

我们约定以来表示函数 /( x ) 的 Fourier 系数，而 
以来表示函数尸 Or ) 的 Fourier 系数.此时分部积分得 

itat — j * / O)cos kx dx 

= 〔 ” ， — 士厂 /Wsin&cLr — 竽， 


CD 设 win 士 得 n〆: 


In 


r —0( 文- 


1 正如我们在第 


205 页脚注②中看到的那样. 
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以同样的方式得灿 * = 今后我们将为方便计应用所谓 

Cauchy-Schwarz 不等式 

〔2叫*〕 3 < 2 a * z S ^* 2 » 

它对任意的实数如， w 以及任意的《 成立，① 

注意到 

a*cos ^r+6*sin ~ C —b k f cos ^r+a/sin kx '), 

我们由不等式 ^ 

(ocos p+^sin p> 2 = « 3 -h/? a — ( 岛 in ip^^cos p) 2 

0 2 + 浐 

对 m > n 得到 

I 2 Caicos kx + ^*sm 

W 1 2 
~ 习 — V cos 尨 : r + a*' sin kx 、 

< i S 去 S (― V cos k sin d 2 
^^ * 2 (o * ,a + w 2 ). 

但级数免去收敛*同样地，级数 
+ =*] R 


* 

①证明 5 J ( a sJ ： + i ；*) z 作为; t 的函数，是二次三项式，且无论何 
*=1 

时均是非负的，因而其判别式 

4 cc s «*^> 2 - - 

* -丨 ^=-i 



+ V 2 ) 

也收敛(参见第217页），因为 V 和 V 是有界可积函数 /'( x ) 
的 Fourh 系数.因而最后一个不等式的右边的两个因子当 
co 以及时都趋近于零 (Gauchy 准则！） . 这就表明 
有 

m 

lim V] (a*cos Ut + 6 t sin kx) = 0， . 
rf — M f^n 

并且 它对 ; r 致成立的，因为上面的不等式的右边是与 : r 

无关的.但这由 Cauchy 准则也表明级数 (4) 是在区间 [ — 7 u , 
上 一致收 敛的.以 K ： t ) 来表明级数的和，我们看到，级数 
(4) 同时是函数 / U ) 和 Ki ) 的 Fourier 级数.但现在我们已 
经知道这些连续函数应当是恒等的.这样我们的命题完全得 
证. 


三角级数的现代理论证明了比我们研究过的函数类广阔 
得多的函数类之 Fourier 级数的收敛性.但是，这种推广也 
不可能太远，因为我们己知：甚至有一些连续函数，其 
Fourier 级数并不是对所有的: r 值都收敛的.这里我们当然 
不可能详细地涉及此一领域的问题.我们只要注意到有大量 
的文献，也有教科书专门讲三角级数理论，而且这理论中至 
今还有大量重要的问题没有得到解决，因自然地吸引了许 
多人去研究它. 

对任意 & 呵的推户. 至今为止我们只讲到定义在区间 
[―上的函数，且只在此区间上去寻找一个函数的三角 
级数展开式.这里我们实质上还暗中假设了 / U ) =/( —幻， 
因为只有在这个条件下函数 / U > 才可能在整个闭区间[一 
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d 的任何点处展开为形如 (4) 的级数.①现在我们应该来看一 
看，怎样才能摆脱这呰琅制，因为很明显的，三角级数理论 
要能得到较为广泛的应用， R 有在我们掌提了把定义在任意 
区间的函数展开为三角级数，并且不要周期性为前提才行. 

首先,很显然地 〈其 实我们在一开始就证明了）有：如果 
我们以长度为 M 的任意区间 Ow +加] 来代替 g 间 [一〜 幻 
作为我们讨论的基础，所有的讨论都不需要改变，只要有 
/( fl + 27 r >=/( d ) 就行了.这也即是说，我们的叙述屮表明， 
只对所研究的区间的长度有要求，而不考虑它的位置.对于 
函数则只要求它在已知区间端点处的值相等. 

现在设我们想要把定义在完全任意的 S 间上的且 
不受周期性条件限制的函数 / G ) 展开为三角级数，像以往 
一祥，我们将只假设函数 /( d 在区间 04] 的每一点处可微 
且其导函数在此区间上有界且可积. 

首先假设 a <2 x . 很显然，我们可以有无数种方法在 
区间上定义一个函数 /* U )， 它在该区间上具有 
有界的可积导函数，并满足条件广 （a + 2; r ) = /* ( a )， 且在 
区间 [ a 4] 的任何点处都等于函数 /( d . 根据我们前瓸证明 
过的，函数广 （ x ) 在区间 [ a ，《 + 2 w ] 上可以展开为一致收敛 
的三角级数.很显然，在 K 间 U 上该级数也表示函数 
/&), 也即是说，我们已完全解决了我们提出的问题. 

现在设此时我们首先取任意的数且在 
区间 [ aJ /] 上定义函数广使得它在该区间上具有有界 
的可积导函数且满足条件尸 （『/)=广 （ a) , 并且在区间 
办]的任意点上等于 / Or ). 如果我们除此以外还要求 /* W ) 


①译者注■只有这样, / Cr ) 才是以 2 ir 为周期的. 
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=/"( a ) (这当然总是可能的），并且将函数广向区间 
之外向两个方向作周期性的延拓，则我们就得到周期 
为 = 的周期函数广它在任何区间上都有 

有界且可积的导函数，并且在区间|>，6]上同 / U ) 的导函数 
相等. 

现在设 


其 7T 

因为 J 当 X 从_/变化_ /时，遍取区间 [ — LTT ] 之一切值， 
则函数# 30 在区间 [ — TC ^] 上具有有界的可积导函数，同时 
<pi_70=r (-/)=/* a) = pCff). 

由我们的定理，函数 PO ) 的 Fourier 级数在区间 [- iKlh - 
致收 敛于钕函数： 

w 

= 2 (^ os ny+A_sin/yO ( — 

^ - =i 

但由此很显然地 (: y = "^： r ) 有 

广 ( x > — y + 2 Ca„cos yj ： + fr„sin yjr ) (16) 
而且在区间 一/<; r €/ 上是一致收敛的，因为函数 

与 siti 同函数广（: r ) 一样有周期2/，則展开式 （16) 对整 

个数轴上也一致收敛.由此特别地得出，在区间 [ a ， 幻上一致 
地有 

/(I )=专 + 2 ~a: + ^in 

这样一来，我们看到，函数 / Or ) 在区间 [ fl ，6] 上展开为 
三角级数，与级数(4>的区别仅在于：展开式中我们用具有 
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2/为周期的函数 cos yx.sin yx 代替周 期为加 的函数 
co 5 « x jS in 作为基本元素.这个结果最奸不过地解决了我 
们所提出的问题，因为我们当然预先就明白，因为 （4) 的各 
项都以2«为周期，所以定义在区间[〜 幻上 的函数 /Or) —般 
说来是不可能用它来表示的（因为 b — 

我们还应看一看怎样对函数 /( d 找出表示它的级数的 
系数〜 ，心. 为此我们注意到，按照最开始时的定义 

a t = 士 J f<^)cos ky d,y , 

h — f<^)sin ky 

♦ y = 我们得到 

a * = +J 产子 j)cos A 予 dr 

= 十 1 /. <x)cos k~x da- 

= f* (j')cos A-J-JT djr, 

且类似地有 

f>k = 十厂广 djr . 

因为满足所提一切条件的函数 /•&) 有无穷多个，则由 
函数 / U ) 在区间上给出的 tn 和心还不是唯一确定的. 
这不应便我们感到惊奇：级数 (16) 只是在长度小于该展开式 
的元素的周期 W 的区间 [a 上表示函数/( X )，完全与我们 
最初了解的情形相似，我们可以得到无穷多个不同形式的级 
数（4)，可以在区间 [— tiO 的任何部分区间(但不是在整个 
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的区间)上表示函数 / OO .® 


© 译者注.如果 / u ) 在 [«4] 上 可微，且尸 u > 有 
界可枳，则不论6—《>21^或<2_，只要作一个 变换; ^=一 

这里 tt = b — a ，' 则作为 ： y 的函数斡在区间[― ijt ] 上可微， 
0(： y ) 有界可积，且适合 p ( = f (3 T ) t 所以可以展开为 cos ny T 
sin 印的 Fourier 级数.由再囡到 fix ') 的方法和本书讲的是一样 
的.一般教科书都是这样处理的.问題在于，本书怍者关心的是必须 
有 /( 一 W ^/ OO , 所以才采用了以上的讲法.但这就有一个痛 洞：反 
而6 — a = 2 ft 时上面讲的办法不能用了，因为不可能再使 / U ) = /( fr ). 
可见 / Cr ) 非周期的问题是不可避免的.详细一点的数学分析教材中都 
讨论过这个问题.值得注意的是，这种情况在应用中可以说更为常见 f 
不过人 们都不去过问这个问題了. 
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¥本概念.——解的存在性.一 

一 解的唯一性- ■■ .解对 


参数的依赖性.——变量替换.——方程组和髙阶方程. 

基本 枝杳. 在第六讲的末尾我们说到了，从总体思想 
来讲，任何积分过程的目的都在于按其已知的特征来建 
立所考虑对象的孕亨 ㊆ “莩序印”特征.这个士而的问题在 
以数学分析为工何^南侖学中都是相当大童地存在着 
的.但是，这类问题对数学工具的极其多种多样的姜求远非 
积分——通常的积分或者多元积分这样一些初等工具所 
能满足的.这种最简单的积分工具只在较少的最原始的情形 
下才对解决所提出的问题合用. 

最常见的情况常是这样的：所研究现象的已知的局部特 
征导致建立微分方程（即联系自变量、函数及其不同阶的导 
数的方程)，枭知量恰恰是描述该现象的整体特征的函 
数；求解所提的问题从数学上化为解某个微分方程组，即妇 
结为定出含于这些方程中的未知函数.这个数学问题比简单 
地求函数的积分要复杂得多，后者从微分方程理论的观点看 
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只是其最简单的而且是平凡的特例.这一点表现在，一旦我 
们把某个类型的微分方程的求解化成了最简单的求函数积分 
的问題，就认为这个问题已解决了（所以在微分方程理论中 
通常就说化为“求积”). 

研究某些很简单的例子对我们将是有益的；看一看已知 
的现象的局部特征是怎样产生出微分方 程的， 方程的解又怎 
样给出这个现象的总和的整体表述， 

设想有一个容积为 a 升的容器装满了水，里面溶解有某 
种盐.设有液体连续地流过该容器，在单位时间中向其中注 
入办升纯净的水且从中流出同样升数的溶液.设还知道在某 
个初始时刻时容器内有《；千克盐，我们想要知道经过， 
个单位时间后我们的容器里还留有的盐的数量: T 千克. 

在所提的问题中给了我们这一现象的什么样的局部特征 
呢？我们知道，从容器中以单位时间 A 升的速度流出溶液％ 
在已知的时刻 t 容器保留有未知的 x 千克盐，而因为容器的 

容积是 a 升,则每升溶液含 f 千克盐，而6升溶液则含&千克 
a a 

盐.这就表明，如果从时刻 t 开始的单位时间里，溶液的浓度 
不变（即保持它在时刻 f 的数值），则在此单位时间内容器中 
盐的数童将减少^千克.因而容器中盐的数量减少的速度 

将是 (负号 “―"是必要的，因为 g 是盐的数量 f 胡的速 
度).我们得到 

d df=-^ ⑴ 


® 这里我们龌设溶解得这样快，使得实际上可以认为在容器的 
所有点处盐的浓度在每一已知时刻都是相同的. 
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此式把盐的数量增长的瞬时速度^用它在该时刻存在的盐 
量 I 表示出来，它也给了我们该现象的局部特征（这里当然 
说成“瞬时的”或“顷刻间”的恃征更为方便了.我们想求的函 
数之=就是我们所得到的方程的未知函数. 

这函数能否直接地用积分法得到？我们给出了其导数的 
表达式.当其导数已知时求函数本来是积分学的基本问题. 
但是问题总是不太 平常： 未知函数的导数不是通过自变量来 
表示(像我们习惯的那样)，而是通过未知函数本身来表示.积 
分学不能直接用于解这类问题，因此形式上就提出了 一个原 
则上的新的问题——解 f ( IX 但是，这种情形的问題 
当然十分轻易地化为积题.将方程〈1)写成为形式 

—立 ck t • 

j: a 

我们就说是已 经“分 离”了变量.简单地积分左边给出 In A 
右边则给出 一 因此 

这里 A 是一个常数.为确定此数(在讨论微分方程的全部过程 
中，这项工作是它所特有的）我们要回到“初始的》条 件：当 
| = 0时1 = &它给我们以 A = Inc , 因此最后得 

j ： ~ rd 

这样一来我们所提的问顯得到完全的解决.我们看到容器中 
盆的数 置是随 着时间按《指数" 規律减 少的. 

瑰在设想从我们的容器中流出的液体还要淹过第二个同 
样容积的容器 ，最初 （即在时刻 t = 它装满了纯净的水，而 
且也是每单位时 间流进 和流出6升瘠液.很显然，这时也不断 



230 


第八讲 


地向第二个容器输人盐.现在想要了解在时刻 （ 在第二个容 


器内所含的盐的数量 〆 千克)是多少. 

这里首先给我们的再次只是现象的局部（瞬时的)特征. 
很显然，在单位时间里向第二个容器中注入的盐的数量恰是 
从第一个容器屮排出的量，即像我们所了解的 

(千克）， 

a a 

从另一方面讲，在时刻£第二个容器中的每升溶液含 i 千克 

a 

盐，即是说》单位时间里从其中流出的6升溶液中含有 fy 千 

克盐.因而第二个容器中盐的数量在时刻/的瞬时增长量(按 
单位时间计）等于 

^ — -^y -■ — y), ( 2 ) 

你们看到，这里，局部描写现象的数学表达式也是一个 
微分方程 (2). 我们再次给出了未知函数 y 的导数表达式.但 
是解所得的微分方程已经远不是像前面一样那么容易.方程 
( 2 )给出我们的导数 g 表达式，既包含有自变量~也包含有 

耒知函数 y ， 像我们在方程 (1) 中所做的那样“分离"变量，在 
这里已不能直接办到.这也即是说，我们面临着一个原则上 
是新的问题，说实在的，在这种情况下它还可以比较简单地 
解出 ， 但在一 般的情况下求解微分方程我们还没有任何办 

法. 

如何看待这个“一般情形”？如何定义微分方程的一般概 

念？在我们的几个例子中，我们遇到的都是形如 
- ■ | L 
, ^ = /<>，，> ' (3) 
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的方程，其屮 I 是自变量，而: V 是: T 的未知函数.函数 / Uj ) 
当然是给定了的.问题在于求函数^ = 9 ^) 满足方程 (3). 
即要求在某个区间上恒有 

〆 （ 1) = /( 工，奶 >)). 

更一般形式的微分方程是 

Ficc^y^y' )= 0 ， 

其中： r 仍是自变量， y 是未知的; r 的函数且 y = 与以往 

一样，要找出恒满足关系式 

Fix^jr) ^ (oc')) = 0 

的函数 y 

其次，常有这样的 情形： 即所研究对象的局部特征要求 
其表达式中不仅有未知函数的一阶导数，而且还含有其高阶 
导数，因此问题的微分方程的形 状是： 

f(JT ，： V，y ,… ，广 ） = 0; ⑴ 

此类方程称为 n @微分方程.很显然，这是最一般的只含一个 
单自变量的未知^数的微分方程.但是，只有最简单的情形 
才会出现只含一个未知函数的方程，时常遇到的是含依赖于 
>个自变量的未知函数的情形. 

' ‘首 先假设 feh 讲的是任意个未知函数力,仏，...，3^但 
它们都只依赖于一个自变置: r . 要使问题得以确定，现象的 
局部特征应当导致微分方程宇，其屮方程的个数等于未知函 
数的个数这类方程组的^般形式很显然地是这样的： 

，…，…*广 2> ，.*.， 

: y *，：)^ ，…’= 0 (/ = 1，2,…， i ). 

这样一来，我们得到了所谓“亨”微分方程理论的最一般的问 
题.这个“常"字是指仅含一 i 自变量的微分方程和方程组. 
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质点运动方程组 ：（ 当然是你们所熟知的）可以作为一个 
好的例子： 


di 2 


=X (i ^ 


d^r dy da：' 
dt^dt f dt } 


A 

dt 2 

d 2 z 

dt 2 




2 it „ 


dj ： 七 
’石’山， 57 

6sc djy dg 

f d7Mf *57 


)， 


其中唯一的自变量是时间 G 而未知函数是质点的坐标 u ， 
q m 在这里表承该质点的质量，而 X ， y ， z 则是作用于质点 
的力的分量，在一般情况下力是与时间、位置及点的移动速 
度有关的.初始数据可以是在某个确定的“初始”时刻 r = r 。 
时该点的3个坐标和3个速度分量. 

如果自变量有几个，则我们会遇到或方程 
组).未知函数现在是多元函数.于是方<程_自地 k 包含有 
未知函数对这些自变置的偏导数.偏微分方程的理论，容易 
理解，要比“常”微分方程理论耍复杂得多._这里我们完全不 
打算涉及. . 

但就是常微分方程理论中也没有几个多少有效的一般方 
法，能用以求解较为广泛的类型的常微分方程. 这一点 也部分 
地容易预见到，甚至初等函数的通常的积分，在 i 牛多情况下， 
正如我们所了解的那样，常得到非初等的函数,何况是对于这 
里的更为一般和更为复杂的问题.但是，即令我们停留在对于 
微分方程理论的那种通常的观点，即只要问题的求解化成了 
通常的积分，我们就可以认为该问题是解决了——甚至按照 
这种观点，我们所能得到的进展也只能是很有限的，因为化简 
为“求积法” R 对很少几类最简单的微分方程可以用 〈但 说实 
在的，从纯粹应用的观点看•这已经是最重要的类型）.我们在 
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这里不仅不再去研究它们，甚至不去列出这些类型，因为对于 
这个问題你们可以在任何甚至最初等的教材中找到所需的材 
料.我们自然地应当去从事更具原则意义的问题. 

解的存在牲，我 们已经说过：枳分学的基本问题可以 
看作是研究微分方程解的最简单的情况.因为，若方程 

詰 t/Uo.) C3) 

右方与 Y 无关的话，我们得到形如 

货 =/(^ ) (3 V ) 

的方程.解此方程很显然地等价于求积函数 / Cr ). 关于这个 
问题我们已经有机会看到，茲至当函数 /G ) 是连续的，要证 
明积分的存在 （ 即方程 (3 f ) 的解存在）也要专门地讨论(依靠 
函数 /Or) 的一致连续性）：如果函数 /Cr) 汉只布界，但有间 
断点，则积分一般说来是不存在的. 

从这一切我们可以预见到，方程 (3) 的解的存在性问题 
会复杂得多，并且在任何情况下都需耍专 j ' j 地研究，尤其对 
于我们上面导出的一般类型的方程和方程组更是如此.为要 
使作为微分方程理论基础的这个问题的基本思想对你们更为 
突出，我们应当尽可能地摆脱纯属技术性的复杂之处.因此 
我们在今后限于研究 (3) 那样的方程，即未知函数的导数已 
经解出的一阶方程. 

寧®寧某个区域 D 上连续，我们 
芋平在该区域•的每一冬处:鉍4在士袅 


①译者注.因为下文说 D 可以是闭的，则我们的存在定理应规定 
是内点 * (〜，九）是边界点的情况将会复杂得多. 
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= 似，轉 a 辨竹卿轉轉 (3) 钟啊: Vo 

= fMM , 区 -b •可•能•举•认*为.是 •闭’ 的和％ • 
为证明_它_我_们助‘‘题:，_同_时_它»\^是具有 
独立价值的+我们设有任意的定义在某个 k 间[^幻上的函 
数的无穷集合5= { FU )}. 我们约定称集合 s 力此区间上的 
集合： 如果存在着这样的正数 M , 使得对区间[«，6]上 
S 合意的 I 及对集合 S 中的年亭的函数 FUO 都有 \ F ( x )\< 
M . 艽次，我们称集合 S 是在•区 •间 &，/,]上 f 字寧亭的，如果 
对任何 e > 0都可以找到这样一个正数<?， { kmAm 合 s 中的 
ft ， 函数 FU ) 以及对区间上的 年亭一 对满足不等式 
iV-^i <$的点々和1 2 ,都成立不 ％ k 
— F(j ： 2 ) f < £. 

很明显，如果集合5在区间[^幻上有界(等度连续），则其中 
的每一个函数也在此区间上街界（一致连续).当然，逆命题 
—般说来是不成立的.集合 S 的有界性以及等度连续性要求 
除了该集合的每个函数具备相应性质之外，还要求该性质对 
于已知集合的函数总体具有了孕字 

最后，我们约定称量 IF ^-) - F 3 (^)| 的上确界为集合 
5在 E 间上的夢亭.这里的: r 是区间的任意一 
点，而^和心则 是嘉备 <5 的两个任意的函数. 

引理 (ArzeU-Ascoli 引理）.任何在区间 0 J] 上有界 
的且是等度连续的无穷函数集合 S 都包含有在此区间上一致 
收敛的函数序列. 

证明分几步 进行. 

1) 首先来证明无论正数 e 怎样小，都存在着另外的正 
数1使得对任何长度小于3的区间|>,扪< |>,幻，集合5 
都包含一个无穷子集其宽度在区间[>,/3]小于^由集合 
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S 在区间 [> ，幻上的等度连续性，对任意的自然数"都可以找 
到这样一个正数 A 使得集合^的任何函数在任何长度小于茂 

的区间上的振幅都小于由此得知，这些函数中的每一个 
在区间 j > ，扣所 取的一切值都位于某个长为$的区间中.暂 
令 — 表示这样一个 K 间的端点.很昆然，我们 
可以确定一个整数 * 使得这时有 

d <— V < 

n n 

且因为区间 R，？] 含于区间[— M t M 2 内’故有 一 O — 1) < 
k ^ n - l . 也即是说，我们看出集合 S 中的任何一个函数在 
E 间[〜扪上所取的所有的值都属于形如 

n ^ M (― (n — 1)< 左 <« —1 )， 

的某个区间 • 因为这些区间个数有限，而集合 S 则包含有无 
穷多个函数，所以这些 K 间至少有一个含有 S 中支穷多个函 
数在 [ a ，/?] 中之值 * 令这些函数组成 V ，则是无穷子集. 
很显然，子集 V 茌区间 [ aj ] 上的宽度不会超过如果我 

们选敢数《使得则上述宽度小于 t 

2) 现在来证明集合还包含这样的无穷子集 V ,其在 
整个区间 [a 上的宽度小于 e . 为证明此事我们选取自然数 

" i 这样大 • 使得此时根据第 1) 段中的证明，集合 

S 应当包含有无穷子集<5:,其在区间上的宽 
度小于^同样的理由，集合 A 包含有无穷子集其在 E 
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间 + 十上的宽度也小于£，等等.最后我 

们得到了集合 S 的无穷的子集人=其在区间 [ fl + 
- 1) —— 上的宽度小于 I 在这个区间以前的每一 

m 

个区间上宽度也小于£，因为5~ 匚心 _] C …匚心匚^.但 
这即表明，集合 y 在整个区间 l >， A ] 上的宽度小于 e ， 我们的 
命题得证. 

3) 现在再来完成引理的证明已是非常简隼的事了.我 
们以心来表示集合^的在 [a A ] 上宽度小于1的无穷字集， 

以5 2 来表示心的在 [a 3] 上的宽度小于 f 的无穷子集，且一 

般地以乂来表示在 [> 上宽度 小于+ 的集合的无穷子 

集（所有这些子集合根据 2) 段的证明都是存在的).设 
是集合 A 的任意的函数， FM 是集合5 2 中任意的不等于 
的函数，一般的 FM ) 是 集合火 屮任何一个与 
■，厂 （: r ) 都不同的函数.因为对任何 
户:> 0都有〜 d 则匕 or ) e 又且 e 由此 
对区间 [ a 的任意的点: r 都有 

— F„^ f,(x) I < ip = 0,1 ， 2，，.*). 

但按照 Cauchy 准则由此 得出： 函数序列广(^ 2 (: r )， …， 
F rt U )， …在区间 [ a ， 幻上一致收敛，于是引理的证明完成. 
现在我们可以转过来证明前述的基本定理 f . 

但因为这个证明是以下面的思想为基 础的； 而掌握这个 
思想最简单是用它的几何解释，所以在着手之前，看一看求 
解已给方程 （3) 这个问题本身的几何解释将是很有益处的. 
这方程的解3/ = 9 U ) 的图像通常称之为方程的积分曲 
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线.方程 (3) 对区域的每一点 U ,： y ) 都给出一个确定的方 

它的斜率是 * 

^ "= /(u). 

区域 D 的每一个点都带有确定的方向，这样的点和方向的全 
体构成所谓的 f 向 f ，这个场正是由方程 （3) 给定的.这个 
方程的积分曲这样一条曲线，其上每一点处的切线方 
向都与在该点处的方向扬的方向一致.我们寻找方程（3〕的 
解 : y = 〆 ：!：）（它在 X = %时变力九）的问题从几何上看來 t 也 
就是，求诙方程的经过点 (〜,>) 的积分曲线.因此证明该方 
程解的存在性就意味着：证明过该点至少有一条积分曲线. 

我们为此而采用的方法，你们将要看到，是造一条辅助 
曲线，其性质是越来越接近于积分曲线，通过极限过程就可 
以得到积分曲线. 

设是有界闭区域 D 的内点 t 而函数 /( hy ) 在其 
上连续，且令 M 是函数 |/ u ^)| 在该区域上的上确界.如 
果数《>0为充分小，则当 

— + ： Vo —+ 

时点 Ud ) 也将属于区域 £)• 我们来证明存在着一个函数 
y = Ki )， 它在区间1>。一 + «] 上满足方程(3)，且有 

为更易于 看懂窣 们再次分段来证明. 

1) 我们设 A = h 因此点 A ，:^，…， 

^n-1 分区间 [Ad。 + 为等份. 

我们 在慼间 [^，心+ a ] 上作折线(:图 34) ：y = ,其 

顶点的横坐标是…， A ， 而每一段的斜率都与场在其 
左端点的方向一致.很显然地，它可以从心^到^递推地做 
出来.同时纵坐标力=由递推公式 
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图34 


yn = m f yk - 0 ( x k — 

= 3 /*—i +/O*—i ， y*—l) Q ^ ^ (5) 

确定，而在区间 ah < 1 < a 上的折线方程由公式 

钤（ X) = h-l + fix k -\ — A-l) Cl < i < «) 

给出. 

为要证明折线 J = ^. Cjt ) 从 _r = T 。 到 J ： = A + a 的整个 
区间上属于区域 D ， 很显然，只要证明 

I — y 01 < Mce ( 1 ^n) 

就够了，但是，证明更强的不等式 

1 > — 九 I < ~Maf (1 ^ ^ ^ 

更方便一些.很显然这个不等式对0时成立.如果它对 
某个 k < n 成立 t 即点属于 E 域/^因而有 \/ U tt 
但此时递推公式 (5) 给出： 

!^*-i ~ ^ 1 一 3^ I + ~ \f(^i*yt) I 

n 
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因此我们的不等式 对&十 1也成立.这样 

— < A/of < a + a ) ， C7) 

而整个折线 ^ 都在区域 D 内.因力这对任何 《 都成 

立，则特别地，由此得出函数集合 = 在区间 

o 。，：^ + *] 上有界. 

2) 设/和/是区间 [^，心+ «] 的两个点且为确定起 

见设 

< / < 之* < …< < / < x (， 

此时有 

%w 科 o 

〔科 （_ r *)— 私（/ )〕 

= (: r”— a— ■)/ iXi -1 ’ ： y 卜 1) + 三 ) 十 … + 
f(jrnyt') } + (jt* —y y/ix'k-i i >. ⑻ 

从这个基本关系我们现在可得一系列推论. 

我们首先来证明函数灼 U ) 的集合1，2,…）在区间 
O^h + oG 上等度连续.实际上，关系式 (8) 给出 

\%^)— 钭(： '）1 

+ C7— 左一 / } 

= M{ar <r — j\_i + C^-i — jt*) — / } 

— (9) 

由此直接看出，当 k " 一 充分小时我们有 化 U ")- 
9 U /) 丨 < e , 无论点 〆 与/位 置怎样以及”是怎样的数. 

3) 因为函数科的集合在区间々十 a ] 上有界且 
等度连续，则由所证明的引理它应包含有在此区间上一致收 
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敛的函数序列.因此今后我们将只考虑这个序列，而我们可 
以毫无顾虑地仍旧以奶 ( x ) ，朽 Ct ) ， O )， …来表示它. 
这世即是说，当《 — 时 朽 ( Z ) — 9?(: r ) 对 A < 1 h + a 
一致成立+现在我们来证明以这样方式确定的函数？满 
足所求证的定理的所有条件.因为对任何的《有谷(心）=外， 
所以首先有= yo . 

4) 我们来证明当 , r c < ^ + «时函数?5<^0满足微 

分方程 (3). 设给定任意的 00. 由函数 / Cr ,>0 的连续性及 
区域 D 的有界性和闭性，存在着这样的 d >0, 使得对区域 Z > 
的任意两点 (1,1) 和（1士），只要有不等式 K — f I <夂 
j 办一 ％丨< ■’ 则必成立不 等式： 

\fih) — /( 彡 I < 二 

像以往一样，记％由不等式 (9) 我们得到，当/< 
< 37" 时， 

U — ^(^)t <mu 
而因为对充分大的 n 有 

1 私 （y ) — > I < MCx r, — Y >， 

所以 

\y, - <pU f ) i ^ 2M<x w -xO ； 

因此，如果！/ — y 1 <夂则对充分大的 n 以及 〆 < % < 
我们有 


!4一/丨 <次 ， U — ：/丨 < 薦， 

这里设 y 由此按数5的定义，当 〆 时， 

对充分大的》，我们得到 

f/(u) — fix* f yy\ < e 

或者 

/( y，y ) — e < /( x ; ，） v ) < /(〆 ) + e . 
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如果我们対 ( S ) 式右边的每一项应用此估计式，则我们很显 
然地得到：当0</ —/ 以及《充分大时有 

〔 /< 〆 ， 〆 ） - 0 (^ - ^> <^(^0 - 

< 〔 /(^,y) + o(/ — 分 ）. 

因为此不等式的左右两边都与《无关，则取极限我们得到， 
在唯一的条件之下有 

W ， y) —幻 U" — — 9?(^) 

<〔/< 〆 ， y ) + o (，一 〆 ）， 

或者，同样地有 

| 二 - /(?， y ) 卜 & 

但这即表明 

^ <jc) = ^ X < x 0 -h a) 

(当 : r = A 时当然表承右导数 

5) 最后，因为我们很显然地可以完全类似地对于区间 
|>。一 得到这个结果， 散似 满足定理的所有条件. 

这样一来我们的定理得怔. 

我们确定的函数7 = 9 M 的图像是折线，这条折线每 
一段的方向都与其左端点的场中的方向一致.随着《的无限 
增加每段折线的长度减小.这也即是说，《越大，在越来越密 
的折点处折线的方向与扬的方向一致.我们因此完全自然地 
期望，如果这些折线有极限曲线（当 "—⑺ 时），则这个曲线 
的方向将与场的方向在亨一点处一致，即这就是积分曲线. 
极限函数的存在（如果不無对整个函数序列 n Cr ) T 则至少是 
对某个子序列有极限存在，这对我们的目的并没有翌别）已 
经在预备引理中证明.余下的只需以严格的准确的讨论来证 
实我们期望的正确性，我们已做到了这一点. 
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砰均笮一拉.在一定条件下保证方程 （3) 的解存在的 
定理的重要性是不言而喻的.当我们实际上有必要解某个微 
分方程时，为此是要耗费一点力气的，有时是相当大的力 
气：我们试图把求解化为“求积法”(最简单的积分），而如果 
这不行，则应用通常的某种近似计算法》但是要使我们的这 
种活动成为明智的，舀然应当相信我们所求的对象实际上存 
在.而如果我们的方程完全没有解，则我们的努力就白费 
了. 

但是，关于所求解的当然也是重要的.设想我们 
提出的问题的结 论是： 未士臺政:应当满足方程(3)， 
且当1 = A 时等于％，如果方程 (3) 的这种解找到了，则我 
们认为我们的问题只是在这种情形下才是解决了的，即相信 
方程 （3) 不存在任何另外的解满足同样的初始条件= 
> V 因为如果这样的解存在有几个，则我们就不可能确信，我 
们的问题的解恰好是我们所找到的那个；甚至即令我们找出 
了方程 (3) 的所有这样的解，_般说来我们仍然没有理由判 
定其中哪一个釦备了所提的问题. 

十分重要的是，即令满足上面证明未知解的存在性的那 
些条件（即仅偏设函数 / Or , 30 在已给的区域 D 上的连续 
性），我们还不能保证该解的唯 一性. 有这样的 情形： 函数 
/ U ，30 在区域 D 上连续但是却存在方程 (3) 的几个当 ： r = A 
时等于外解.但是，只要对函数 / U ， 30 要求稍多于简单的 
连续性，就可以保证解的唯一性，其中最方便的形式 之一是 
一个 更强的条件，它可表述成： fff 举平 ㊉ 亨？ 

— /(j ， 3? 2 ) I < ^1^1 — yi\. (A) 

说实在的，这个条件还不是条件中最 宽的， 但在多数情況下 
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实际碰到的情况能满足它，并且由于它很简毕，是很方便应 
用的. 

这样一来，就需要证明:枣手竽竽 /koOSE 譬 2 >±孛 
续且满足条件 ( A ) ①，则方程 6) •当。二; r 。 时等孕 二 ^解;二 

**•■»«• ••噜 ■ 

㈣ 工）是唯一的. 

有两个函数 a U ) ; AU ) 当 : r fl — x < 了。 

+ «时都满足方程 (3) 且有仍 O 。） =妗 ( A ) = 外设 

科 （y) — — T 

因而 w ( t q ^ -■- 0. 此时，当: r 。一 a < Jt _ < A + a 时有 

I 普卜普—普 = j/ 0 ^ ⑴) 一/(W ⑷ )1 

< ^ | 9 % Cj :> "- ^ ( jt ) \ = k \< oi ^ |. ( 10 ) 

我们以产来表示函数卜 u ) 丨在这样两个 区间： _ 点， 
x 。 +点]以及[心一 ^。+ a ] 中的较小的一个上的最大值 


(记这个区间为 Oa — r , T ^ + r ], 其中的 r 表示数与 A 中小 
的一个).由函数 |^ U )| 的连续性这个最大值在某个确定的 
" ^1处存在： \^(^ 1 ) | = ^.应用关系式(]0> 和第一中值 


孕 d. 


定理，我们得到 

P = I ⑴ Oi) I = bOi) — ftiO 0 ) I = |j 

^ ll { ^ [dx <4Q ,oiU)ldjr l 


^ * I — J：o j ^ kft 


tk 


IL 

2 f 


O 译者注 * 这条件称为 LipschiU 条件. 
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由此得到户= 0- 这表明当 A - rgigA + r 时0<工） 

0,如果 r = a , 定理得证.如果 r = & < a ， 则总会有 
«>C^o — ~ wto + 

因此我们可以逐次利 用点〜 一 &及 h 十 g 代替 I =心作 
为始点来重复我们的讨论.这使得我们可以断定， ^( x ) = 0 
或者在区间 -2 *^,^ + 2*^] 或者在区间[〜 一 

+ d 上成立.如杲是前一种情况，则继续这个过程充分多 
次，显然我们可把使得 wU ) = 0的区间扩展到 — a ,& + 
心，于是定理最终得钲. 

鮮对参敖的依賴性.如果一个微分方程是来自某一个 
具体的问题，则此方程总会包含一定数量的参数，它们决定 
了所研究现象的特定条件.例如：在本讲开头作为例子引人 
的问题中，这些参数 就是： 容器的容积 a 、 液体的流速6以及 
在第一个容器中最初含有的盐量 c 所有这三个数当然包含 
在我们所列的方程之中.当然，同样地，该方程的任何解都 
将与这些参数有关.这样，如果希望强调这种关系，我们就 
应当把方程 (30 写成 

普 = / O ，），/^ …，/ > r ) ， 


且把它的解写为 


^ = 心、 P ' ，/^，…，/ V )， 

其中九， hA 是我们刚才讲到的参数. 

不难明白，对于应用问题，所得到的微分方程的解对这 
类参数的依赖性的性质具有十分本质的意义，尤其重要的是 
证明这种依赖性是连续的.实际上，参数的值通常是作为某 
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种测量的结果而得到的，因而我们通常得到的不是绝对准确 
的而只是其近似值，带有某个尽管是很小的误差，因此，如 
果参数值的微不足道的改变会使函数九，…， A ) 可 
能有相当大的变化，则问题的这类解在实践中是毫无用处 
的.对于实际目标适用的只是这样 的解： 对于参数的微小变 
化，它的本身也只有微小的改变，因此近似地知道参数的 
值，我们能够近似地找到这些解的值.但很显然，这个性质 
确切的数学表示就是函数关于参数 A , 
九，…， A 的连续性. 

我们现在来证明 i 如果函数…，/ V )关于某 
一个参数 A 连续并且这个连续性关于区域 D 上点&，/的位 
置是一致的，则若前面证明方程 （3) 的解的存在及唯〜性时 
的那些条件不变，这些解也是参数 A 的连续函数.因为这里 
讲的是对每一个个别的参数，所以如果为书写简单计我们设 
函数/只与一个参数户有关(函数 P 是同样的），则我们的证明 
一点也不失其一般性. 

这样一来，我们假定函数对其所有的3个自 
变量连续，这里点化，30位于闭区域 D 内，而参数 A 属于某 
个区间 A 此外若有 Or ，;^) € D ， Or ， y 0 云 D 以及 A 6 of ， 
l/u— /U' ，） 2 ， /0 丨 < k Ij-! ~ y,\* (A J ) 
我们断定此时方程 

(3 r, ) 

当 x = 时等于: y 。 的唯一解 j 在医间 J 上关于汐 

连续. 

证明时我们回到前面证明方程 (3) 的解的存在的步骤， 
并且研究我们在那里所建立的函数 ftCc ) 对参数 fi 的关系的 
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性质.当然，我们现在将把它写成科借助于归纳关系 
式 （5) 定义的置 y 很显然地也与户有关：： y ， = y f { p 、 ，且公式 
(5) 成为 


y/ip) = y r -\(p) -h / C^y-i ，户）三 . (11) 

由于我们的假设，函数关于参数 P 连续，对 
任意的 e > 0都存在着这样的 d > 0,使得 

[ f ^. y . p + h ') - / Cx f y , p ) \ <€ (12) 

当 户+ /|6</，（1，：^€1>时成立.由公式(11〕 

yi(.p-bh)—y i (p'> 一 i ( 户 + A ) — ; yn (户）+ 

f {/<>/_”，」-】(夕 +A )，声 +A )—/( j ^ 户 ) t 户” 


为简单计设 

y,(p + fi) — yiip) — A CO ^ ^ t 

因此 

A — + ^~{f ~h h)，P ~h h )— 

n 

(1 < /<«). (13) 

花括号内的式子可以写成 

fC ^- i ，: y 【— 〆 /> k ) ， p + h ) — f 、 Xi _'， yi -'( p ) ，p + h ) + 

+ A ) — /( x,-i * p ). 

由 （ A ') 这些差中的第一个绝对值不趄过剔 A _ mU 而由 （12) 
第二个差绝对值则小于这样一来我们得到 

IA |< |4-1 1 + —{ilA-i I +£} — — 4- 1 A-i I (1 + —) 

n n ?i 

应用此估计式于量 |4 y I 右边的式子并重复这个 
过程，我们得到关系式 
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jA|<2 + H ( l + 0 ) + Al +〜 + …十 f ( l + 誓广] 

^ ' n n it n n n n 

= -rCtl + —) r — 

k n k n k 

(1 </<”）. 

这也就是说，当 iM < $ 时我们有 

\y i ip J rh^ - y,ip)\ <f Ce rf 一 1) (1 </<«)， 

或者，同样地有 

\%(^,p + h) - %{x^p) I < ~(e"* - 1) 

C« = 1 ， 2,… f 1 ^ ^ » 

但在每一个区间 [ Aw ， jt ,] 上函数件 （ r ，/ j ) 及 * p „(. x y p + A ) 都 
是线性函数，因此不等式 


+ A)— 势 U ， fi)l < 1) 

既然像我们刚刚看到的，当 |A| <5时，在每一个这种区间 
的端点处成立，则必然地也应对整个该区间成立，即在整个 
区间!—上成立.由数 e 的任意性，这就意味着， 
函数集合死 U，/0 在区间 d 上关于参数々等度连续.我们以 S 
来表示这个集合，则这个集合(序列 W 包含一个子序列V, 
而它关于 x 在区间 Dr。 一《， a + <| 上一致收敛于函数 < p ( x , 
P ). 函数〆也就是方程(3,所求的解.但作为集合 *S 的 
子集的序列V很显然地也是关于参数 p 等度连续的集合.因 
此由前面证明过的引理它应当包含有在区间 d 上关于/>—致 
收敛 （当然 是收敛于函数，/0)的子序列而因为所有 
的函数 n(x，p) 都关于 f 连续，则由此得出函数穿 U,/0 在区 
间 J 上关于/>也连续.这就是所要证明的. 
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正如我们了解的，方程 （3) 的解在我们的条件下是由当 
时它所取的; V 。值唯一地确定的，故函数 〆 d 由于数 
:^。及: V 。的改变而改变，因此 P (: r ) 本质上是三个自变量的函 
数按照我们上面所说的原因，解 WA . r 。，％) 对 
这些‘‘初始值”的关系的性质具有本质的意义，旦不仅是理论 
上的，而且也是实际上的意义.骤然看来可能认为这是一个 
新问题，而不能化为我们刚刚研究过的解对参数的依赖性问 
题 ，因为数 心和 > 并不是显示地含于函数 /( Ay ) 中.但是 
实际上这种化约是完全可能的.实 际上， 如果我们用关系式 

■r = 了 0 + jt* ， y = yo + 〆 

在方程 (3) 中既变换自变量，也变换未知函数， 

为新的自变量和未知函数，方程 (3) 将成为 

^7 = f<^ + /，> + 〆）， 

同时要求找出此方程当 〆 =0时等于零的解. 

於 已经显示地作为方程右边的参数而出现.设 

3^* ~ ix * (14) 

是方程（3,的所求的解.由我们刚刚证明了的定理它关于 a 
和 >是连续的，因为函数 /(〜 + ? + 是对它的两个 
自变量都连续的函数 f 因而自动地关干 心和 >连续.但为要 
得到所求的方程(3> 的解，我们很显然地应当在 （14) 式中从 
新变量变回到老变量 * 这就给出 

y = ^(u 0 ， y 0 ) = % + 〆 （工 一 x ot ^: 0 f y 0 ) t 

由此直接得出，这个解对于初始 值心和 ％连续. 

文量眷换.你们了解，当积分一个函数时，将问题化 
简，有时甚至完全解决此问题的最有效的方法之一是变换积 
分变量（即所谓“变换法”).在求解微分方程时这种方法也是 


以，和 y 

(3 W > 
在这里 A 和 
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最有力的工具之一.其灵活性在这里还会大大的増强，因为 
既可以变换自变量，又可以变换未知函数.正如我们在本讲 
开头所看到的，如果变量可以 w 分离”（这即表明通过乘和除 
化为形式+ iVO)dx = 0，其左进的每一项屮只出 
现变量中的一个），则微分方程的求解容易化为求枳法. 
通常的变量替换也正是为此目的的.通过变换自变量或 
者变换未知函数: V ,或者同时变换两者，我们时常可以得出 
新的已经可以分离变量的方程来代替变量没有分离的方程. 
尽管通过这种途径可以化为求积法的微分方程的类型还是很 
有限的，它总还包含了一系列最简单的，因而也是实际中最 
常遇到的类型，因此变量替换法具有很大的实际意义. 

这里首先是一阶方程中的所有的方程，即在其中无 
论未知函数> 还是其导数 y 都只以丄士幂的形式出现.这 
类方程的一般形式是 

y 4- /] (^)„v — f 2 (^> = 0, (15) 

其中乂 U ) 和/ 2 (^)是 I 的给定的连续函数.所有这类方程 
都可以用同一种方法化为变量可分离的形式. 

为证明这一点，我们首先研究方程 

之 ’ 十 , 1(:)2 = 0 . ( 1 S ) 

其中2表示未知函数.这个方程也是方程(15〕类型的方程， 
但只是没有“自由项”其中的变量立即可以 分离： 

— 4- /\(.T)d:r = 0 ， 


且积分后给出 


1十【’⑽一- 

对我们的目的，只耍求方程 (16) 的某一个解就够了.因此我 
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们设知= i , 因此 

In ^ = 0 ， 

由此得 

之= e W :, (一 * =⑽， (17) 

也即是说，方程 (16) 的解通过一次求积就得到了. 

为要将一般的方程 （15) 化为求积法，我们在其中周关系 
式 

y = 

来变换未知函数其中，是新的未知函数，而 pOr ) 是由公 
式 (17) 确定的方程 (16) 的解.此时方程 (15) 的形状是 
* + ¥ Cr)y- +/i (x)<p(^r)y* 4- f 2 (x) = 0, 

或者 


因为由方程 ( IS ) 


由此得 


因而有 


^x')y' * ~h / 之 ⑺= 0 , 


¥ C ^> + — o . 




: v* = — f / 2 (v)e^o /lC " >d，t dv + C, 

J Jr , 


其中 C 是积分常数.最后得 


y = — — |j / 2 0) 工 /, ⑷ 也〜 -f C j, 

这是方程 （15) 的通解，从中以适当的方式选择常数 C 就可得 
到其所有特解. 例如： 如果我们想要当尤=:: r 。 时有 yty 。， 
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则从通解中得到外 = — 于是所求的特解的琨状是 

3； = ⑷如 cb 卜 (18) 

这样我们看到，求解方程（15)，通过适当选择未知函数 
的变换化为依次求积分两次.作为例子我们把本讲开头研究 
过的问题的求解进行到底. 

我们在那里得到的方程是 

dj; . b be „ 

d/ + ~ 7 e =0 ’ 

很显然，它是 （ 15) 那种类型的方程.在这里 /,(/) = f 且 

fziO 此外有々= 0时: y。 = 0，因力在时刻/ = 

0时第二个容器完全不含盐_我们有£/ 〆 》)<!« =争，于是 
公式 as ) 给出： ° 

y — |o + J ^e _ ^e« v dx» J = (19) 

此式完全解答了所提出的问题*研究所得到的函数，我 
们容易 发现： 第二个容器中盐的数量一开始是增加的，然后 
从时刻 z = 起开姶减少且当； — oo 时趋近于零.在时刻 

Z = f 时此容器中盐的数量最大，这个数量等于重要的 

是，这个最大的数量既与 d 无关，也与6无关.相反地，第二 
个容器内盐达到最大含量所需的时间正如我们看到的那样与 
«和6有关，但却与 C 无关.研究函数 (1 ⑴就能得到所有这一 
切，以及这个现象的其他整体特性；我们看到解微分方程， 
在此实际上使我们得到关于整个过程的所有必须的整体的知 
识，而微分方程自身却只能给我们以参与此过程的数量之间 
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瞬时的(局部的）关系. 

见的，通过简单地变换未知函数就可化为可分 

离变置的方程类型是所谓的齐次方程，其一般形状是 

* * * + . 



特别地，经常遇到的方程 

尸 0,； y ) d：y = QO ， y > dj ， 

(其中和 QCrd ) 是同为《次的齐次多项式）就属于 
这种类型.实 际上， 这类齐次多项式，容易看出，在除以^后 
变成关于变量 f 的多项式，由此在关系式 

= QO ， y) = QOr ，： y) * ? 
d:r PCx^y) P(j ： f y) ： jc n 

的右边，分子和分母都是比 f 的有理整函数，而这即表明， 
整个右边是这个比的有理函数. 

在方程 (20) 中，用关系式 : v = 来变換未知函数，我 

们就将它化为形式，由此得 
d-V _ /(y*) - -V 

dx a: * 

或者 

dy * _d ^； 

fiy w ) — y* ^ f 

这时变置已经 分离； 积分后容易得到 ^ 通过，表示的表达 
式-如果此式关于，唯一可解，则从中我们反过来也可得到 
V 用 x 的表达式，从而也得到； y 用 r 表出的表达式 .一 般情 
况下这个关系式是把，，从而也把 j 确定为 x 的“隐 H 函数 
的. 

方 狂纽和45 阶方 租.作为结尾我们再来简略谈谈一阶 
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微分方程组的问题以及高阶方程的问题. 

设我们有《个一阶微分方程构成的方程组，包含有同一 
个自变量 I 的《个未卸函数: yi ow …，: y «. 不言 而喻，我们称 
任何满足所有这些给定的方程的函数组 

y f = 9人工、 ( 1 ^ ^ ) 

为这个方程组的我们假设已知方程组关于导数 g 
<«) 已经解出，因而琅如 

装 =/ 〆 工， JVl ， J 2, …，：>") (1 ( 21 J 

变量1，％， …，％ 的值的总体我们在这里方便地称做一个 
“点”.这当然是在 n + 1维空间的点.我们在今后所有的地 
方都将假定所有的函数/都在该空间的某 个尻域 D 内连续. 
任何函数组1 在诙空间内的几何图形都 

是茱条曲线.如果已给的函数构成方程组(21>的解，则表示 
它们的曲线我们将称之为方程组 (21) 的积分曲线.这个几何 
术语在此不仅以其直观性而特别有益，而且首先是通过它， 
对方程组的许多表述和讨论都可以像对一个方程一样，以同 
样的格式和术语进行讨论和表述. 

例如： 我们可以以完全简年地把解的存在的基本定理说 
成： 过区域 D 的每一点都至少可以引一条积分曲线.当然， 
解析地就要说成：无论属于区域的《 +1数组^ jr ，#， 
…，是怎么样的数组，都存在着函数组力 = 

W ，在某个区间々_ 々十《上满足方程组 (21) 且有 

资对方程组征明这个定理比对一个方 
程的情形只是在纯粹技术性的方面复杂一些.它的基础是一 
个引理，而与我们前面用过的完全 类似. 该引理可以或者直 
接证明，也可以作为我们以往的引理的推论而得出，这后一 
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种方法持别地 简单： 在这里集合的元素不是个别的函数，而 
是由》个函数所成的一组(厂00,…，^ U )>, 它有时称为一 
个《维向量，记作 FU ), S 就是这些 n 维函数向量的 集合： 

S = ( F ] 0> T …， F ”（； r ) } = { F (^>} , 

且耑证明：若 S 作为函数向量的已给的集合是有界的及等度 
连续的，我们可以选取函数组序列 F … U ), F (21 0 r )， …， 
…，它在某个已知区间上一致收敛.这即意味 着：设 

(是=1，2广.乂 

则我们得到〃个函数序列 

ik = 1，2,…；1 ^ ^ n ) , 

其中的每一个都在已知区间上一致收敛.钲明这样进 行：先 
由前面的引理我们找出这样的函数组序列使得序列 
在已知区间上一致收敛.从这个函数组序列我们依 
据同样的引理可以选择这样的子序列，使得第二个函数序列 
也在已知区间上一致收敛.重复这个过程 n 次，我们 
很显然地得到了这样_个函数向量序列，这个函数向量序列 
其实是》个函数序列即这个向童的各个 
分量的序列，它们都在已给的区间上一致收敛，这就证明了 
新的推广了的引理. 

存在性的基本定理的进一步证明同我们以往的讨论十分 
相似.作为指导方针，这里最方便的是采取几何解释.在这 
里像以往一样》我们作出某个折线集合，每段折线的长可以 
任意小并从此折线集中根据证明过的引理我们选取一致收敛 
于某条曲线的序列，对此曲线我们可以用以往的方法（稍微 
复杂一些，要作一些自明的纯技术性的修改）证明它是方程 
组 (21) 的积分曲线 • 这条曲线经过已知点 (: 

因为所作的所有的折线都经过它. 



微分方程 


255 


过已知点的积分曲线的唯一性可以像以往一样证明，只 
对函数/添加一些补充条件.这些条件中最简单的彤式完全 
类似于条件 ( A ) 且归结为要求在整个区域 D 上满足不等式 

一 /, Cr ，#| < 

- y ) u \ (1 

其中 A 是某个 iA 常数 \ 

我们对于高于一阶的方程没有时间讨论了.我们只是指 
出，任何《阶方程 

Fo ，： v ， y ， y '， …，产）= 0 ( 22 ) 

的求解都可以化为求解一阶方程组.实际上，我们研究以下 
形状的方程组，它由含有《个未知函数: V , »&,_•* , y „ 的《个方 
程 构成： 

f F (: t ' ，％ . ，…，％一 1 ) = 0, 

yi f = 乃， 

y % — jv3» (23) 


= : v rt ， 

并且设我们找到了该方程组的解 

: V / =铃(工） （1 < / € 

此时由方程组 (23) 得 

9: ⑷= ^(- r ) ™ y 2 , 

— " 叼 （ t ) = ).3， 

(: r ) = — (^:) = p 4 0> =》* 

® 译者注.它称为关于函数向量（/办, w ", 人 
…的 I-ipschitz 条件. 
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… 

仍 ⑷ OX 

因此方程组(23> 中的第一个给出 

Fix^i^ ^ r C^) ， … ， 9^0)) = 0 ， 

即函数 y =灼 U > 是方程 (22) 的解. 

反之，设函数7 =扠: r ) 满足方程 (22) .令 
y-i = <pi^) ^ yz = ^ (I )，…， ％ = 六 
我们直接看到，函数组 ( h ， h ， …，％>构成方程组 (23) 的解. 
这也就是说，求方程(22> 的所有解和求方程组 (23) 的所有 
解实际上完全是可以互化的. 
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齐民友 

这本书的另一位译者王会林已经看不到自己劳动的成果 
了，王会林是武汉大学数学系1969年的毕业生，后来松期在 
襄阳师范专科学校教数学。1996年，他有机会回到母校再读 
一年书，作为访问学者。可借进修尚未完毕，他就因肝病不 
幸辞社 & 当时我们计议，如果学某一个专门的分支，在学完 
以后写一篇文章，回去以后，也许会得到某些实惠。但是，再 
过一段时间，学到的东西会逐渐淡忘，自己的工作水平也不 
会有太大的进展，这样做有什么意义呢？于是，我们决定找 
一个共同有兴趣的问题：“怎样教好数学分析课”，在这一段 
时间里》认真地思索一下^他这么多年来一直在教这门课，我 
却是多年没有接触它了。但是在初担任教学工作时，一直教 
这门课，所以一直关心这个问题.辛钦这本书从1953年起一 
直陪伴着我.这一次，又把它找了出来。虽然时过40年，仍 
感到极有好处。王会林懂俄文，于是我们一同把它翻译出来 a 
一方面希望对当前的教学有所助益，一方面也是纪念这位数 
十年默默地奉献自己的精力于斯的一位普普通通的大学生 
——教师，他和我都不是“改革派”，而且也时常感到不必要 
把一个 政治口号硬牵扯到自己头上——仅管这个口号是正确 
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的。作为一个普普通通的教师，总要不断地改进自己的工作， 
逐渐形成一些看法，以期苍利于青年学生。所以借此机会把 
这段时间我们常谈的一些问题记彔下来 5 

数学分析的“主要矛盾”是什么？是这恐怕是最 
常听到的答复。数学分析是高等数学的入 n , 它的产生就是 
适应于用数学工具描述自然现象的需要.因此，真正要注意 
的是，为何应用微积分来说明自然和社会现象（当前对经济 
现象的数学研究是十分引人注目的），寻找其客观规律。这决 
不是在习题中增加一些“应用问题”所能奏效的。因为这些 
应用问题，例如计算重心、体积、面积……都是完全程式化 
了的材料。这是改进数学分析教学最大的困难，很需耍从教 
师的训练、教材的编写、新的教学环节如建模的训练，以及 
所有数学、物理课程（还有计算机）的教学统盘考虑的问题, 
这里就不再说了。 

至于 d 这确实是一只拦路虎。大概学微积分（即数学 
分析）的学生有 两神： 一种 k 是需要大体懂得其基本的内容， 
学会一些运算技能，能解决一些比较容易的典型的问题，学 
习其他课程不至于看见微积分公式就不知所云，这样也就行 
了。另一种或者是未来的专业数学工作者，或者他所从事的 
专业会用到越来越多的、甚至很新的数学知识，这些知识又 
不可能都在大学学到。而将来他甚至需要能用数学的方法自 
己解决一些问，题，随着科学的发展，后一类学生和专业只会 
越来越多》当前从经济学的发展对数学的要求就是一个有力 
例证。讲卜匕我们认为是对后一类学生（包括学经济的学 
生）的要求。有一种做法是把这门课分成初等微积分和高等 
微积分，前者适应前一部分学生，后者适应后一部分学生。这 
是美国人通常的做法.但是这两部分互有重叠，因此对后一 
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部分人实在是浪费了不少精力。不少同志主张这样分划是因 
为感到数学分析太难，学生不易掌握，但是把两部分仓成一 
门数学分析在我国固然是50年代以后的事，其实这井不是前 
苏联所独有的“计划经济的弊端”的产物。在欧洲大陆多少 
年来都是这样的，从50到60年代的20年左右的实践看，以 
我国髙校教师的能力，特别是能够进人这一类专业的高中生 
的准备来看，可接受性应读不是太大的问题9 

真正的问题在于一是少数教师对过分苛求，使数学 
分析成了有人戏说的“大头微积分”。教了一年半载还在基冲: 
概念里转.教师生怕学生不懂，学生学着总不对劲。其实 
在是一种语言。这是非常简洁准确的语言，是每一个需要较多 
数学的学生（即上述第二种学生）所必不可少的.可是学会 
—种语言（这 是一个 过程，不能希望一年级大学生就能学 
会），决不等于要成为一个“语言学家”。“大头微积分”的毛 
病大概在此。我还曾请王会林从苏联杂志 《数 学科学的成 
就》上译 了一篇 “在国立拉脱维亚大学数学、物理系进行的 
—场大学生数学竞赛' 发表在《数学通讯》，1987,第一期 
<糾页> 上^对函数的一致连续性定义这个命题变换了 23 
种说法，而且要求把适合每一种说法的函数都找出来。读者 
不妨看一下，这样要求大学生行不行？但这个材料在教学中 
确有用处，我曾选用其中少数与同学们讨论，后来同学们都 
感到得益不少„可是这还不是间题真正 所在： 既是—种语 
言，重要的是它表述的究竟是什么，为什么又一定要这样表 
述.这一点，读一下辛钦这本书，定会大有收获。例如我们 
通常都说定积分是和的极限，这本书就告诉了我们为什么要 
说是上和的下确界，下和的上确界，而不说是极限。其实这 
是很深刻的问题，如果一定要讲到 Moore^Smith- 
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U.laTyHODCKIJii (西方人都不知道这位俄国数学家）极限理论， 
不妨看一下菲赫金哥尔茨：《微积分学教程》第二卷一个附录 
(见三分册），可是对一般大学生那也就是“语言学家”的要 
求了。甚至，对于大学生们，就选择一个积分和系列，定义 
其极限为定积分也无不可（至少对于连续函数的积分 h 但作 
为一个教师，懂得这一点确是必要的9相信不少读者读了这 
木书定然有恍然大悟的感觉特别是第一讲讲实数理论等等 
是十分精采的。读了这本书，读者会感到辛钦确实是一位了 
不起的教师。他写的《数学分析简明教程》在50年代末 、印 
年代初在我国风行一时 6 依我拙见，比他写得更好的教材至 
今还是凤毛麟角。教师自己能“恍然大悟”，又能理解自己的 
学生，处处有分寸感，这样的教学当会是成功的， 

近年来常谈一个问题即数学 i 果程的现代化有不少同志 
主张讲一点外微分，有一些同志主张加上一点样条函数 …… . 
我们的看法是顺其自然不求一律为好^本来，不同的学校，不 
同的教师，同一门课就会有不同讲法这也是古今中外概莫 
能解的事。我们曾分析了一些著名的教材 。 例如美国人 Handy 
的 f 纯粹数学》，如果联系着 Titchmarsh 的 《函数 论》，二者 
何其相近？ Goursat 〈法 国人）的《分析教程》与 Courant 
(法国人) 的微积分，谁也看得出来在风格上是大相迳庭9但 
是所有这些书，在基本内容上均无二致。因此，如果一位教 
师自己喜欢几何，或者自己的研究工作常用外微分，教教学 
生，如有一定分寸，自然无可厚非。其他教师自有自己的绝 
招，怎么可能划一？重要的一是要注意到科学发展的总趋势 a 
当前十分淸楚的是使数学与物理、工程、社会科学的一些部 
n 特别是经济学的接近，与计算机的接近^这一点前面说过， 
在本文中暂时不谈^二是不要忽略了最基本的东西的变化 & 基 
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本的东西是比较稳定的，因此是教学中要大为着力之处。可 
是就连最基本的东西也会有些变化9举一个例，本书关于 
Heine - Borel 引理的叙述是有毛病的（见23页 ） e Heme-Boret 
引理实际上是紧性的定义，而紧性如作者说的是“时代稍晚 
些才产生的' 本书中涉及紧性之处，总使人感到作者未能运 
用自如，与其他章节之如行云流水有些不同。辛钦是本世纪 
的大数学家，他从30年代起就有大贡献于概莩论等方面，而 
紧性虽是拓扑学中的根本问题，与辛钦所专长的领域却有些 
距离。如枭说数学的发展甚至使辛钦送样的大人物尚有难于 
运用自如之处，对于我们这样的普通人则不在话下了 .所以， 
耍想做一个好的教师，总得不断充实自己。这一点也只能顺 
其自然，尽到努力而已。 

译文加了一些注解；一是改正一些错误，二是对某些应 
注意的问题作一些说明，希望能与作者写作此书的宗旨一致。 
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